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绝密★启用前

2019年普通高等学校招生全国统一考试（天津卷）

数   学（文史类）

本试卷分为第Ⅰ卷（选择题）和第Ⅱ卷（非选择题）两部分，共150分，考试用时120分

钟。第Ⅰ卷1至2页，第Ⅱ卷3至5页。

答卷前，考生务必将自己的姓名、准考号填写在答题卡上，并在规定位置粘贴考试用条

形码。答卷时，考生务必将答案涂写在答题卡上，答在试卷上的无效。考试结束后，将本试

卷和答题卡一并交回。

祝各位考生考试顺利

第Ⅰ卷

注意事项：

1.每小题选出答案后，用铅笔将答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需改动，用橡皮擦

干净后，再选涂其他答案标号。

2.本卷共8小题，每小题5分共40分。

参考公式：

·如果事件A，B互斥，那么      P A B P A P B= +U .

·圆柱的体积公式V Sh= ，其中 S 表示圆柱的底面面积， h表示圆柱的高

·棱锥的体积公式
1
3

V Sh= ，其中 S 表示棱锥的底面面积， h表示棱锥的高

一、选择题：在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。

1.设集合  1,1,2,3,5A = - ，  2,3,4B =  ， { |1 3}C x R x= Î <„  ，则 ( )A C B =I U

A. {2} B. {2，3} C. {-1，2，3} D. {1，2，3，4}

2.设变量 ,x y 满足约束条件 ，则目标函数 4z x y= - + 最大值为

A. 2 B. 3 C. 5 D. 6

3.设 x RÎ ，则“0 5x< < ”是“ 1 1x - < ”

的

的
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A. 充分而不必要条件

B  必要而不充分条件

C. 充要条件

D. 既不充分也不必要条件

4.阅读右边的程序框图，运行相应的程序，输出 S 的值为

A. 5 B. 8 C. 24 D. 29

5.已知 2log 7a = ， 3log 8b = ， 0.20.3c = ，则 , ,a b c 的大小关系为

A. c b a< < B. a b c< <

C. b c a< < D. c a b< <

6.已知抛物线 2 4y x= 的焦点为 F ，准线为 l .若与双曲线
2 2

2 2 1 ( 0, 0)x y a b
a b

- = > > 的两条渐近线分别交于

点A和点B，且 | | 4 | |AB OF= （O为原点），则双曲线的离心率为

A. 2 B. 3 C. 2 D. 5

7.已知函数 ( ) sin( ) ( 0, 0,| | )f x A x Aw j w j p= + > > < 是奇函数，且  f x 的最小正周期为p ，将

 y f x= 的图象上所有点的横坐标伸长到原来的2倍（纵坐标不变），所得图象对应的函数为  g x .若

.
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2
4

g pæ ö =ç ÷
è ø

，则
3
8

f pæ ö =ç ÷
è ø

A. -2 B. 2- C. 2 D. 2

8.已知函数

2 , 0 1,
( ) 1 , 1.

x x
f x

x
x

ì
ï= í

>ïî

„ „
若关于 x 方程

1( ) ( )
4

f x x a a R= - + Î 恰有两个互异的实数解，

则 a 的取值范围为

A. 
5 9,
4 4

é ù
ê úë û

B. 
5 9,
4 4

æ ù
ç úè û

C. 
5 9, {1}
4 4

æ ù
ç úè û

U D. 
5 9, {1}
4 4

é ù
ê úë û

U

绝密★启用前

第Ⅱ卷

注意事项：

1.用黑色墨水的钢笔或签字笔将答案写在答题卡上。

2.本卷共12小题，共110分。

二、填空题：本大题共6小题，每小题5分，共30分。

9. i 是虚数单位，则
5
1

i
i

-
+

的值为__________.

10. 设 x RÎ ，使不等式 23 2 0x x+ - < 成立的 x 的取值范围为__________.

11. 曲线 cos
2
xy x= - 在点  0,1 处的切线方程为__________.

12.已知四棱锥的底面是边长为 2 的正方形，侧棱长均为 5 .若圆柱的一个底面的圆周经过四棱锥四条侧

棱的中点，另一个底面的圆心为四棱锥底面的中心，则该圆柱的体积为__________.

13. 设 0x > ， 0y > ， 2 4x y+ = ，则
( 1)(2 1)x y

xy
+ +

的最小值为__________.

14. 在四边形 ABCD中， AD BC∥ ， 2 3AB =  ， 5AD =  ， 30AÐ = °  

，点 E 在线段CB 的延长线上，且 AE BE= ，则 BD AE× =
uuuv uuuv

__________.

三.解答题：本大题共6小题，共80分.解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

15.2019年，我国施行个人所得税专项附加扣除办法，涉及子女教育、继续教育、大病医疗、住房贷款利息

或者住房租金、赡养老人等六项专项附加扣除.某单位老、中、青员工分别有72,108,120人，现采用分层

的
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抽样的方法，从该单位上述员工中抽取 25 人调查专项附加扣除的享受情况.

（Ⅰ）应从老、中、青员工中分别抽取多少人？

（Ⅱ）抽取 25人中，享受至少两项专项附加扣除的员工有6人，分别记为 , , , , ,A B C D E F .享受情况如右

表，其中“d ”表示享受，“×”表示不享受.现从这6人中随机抽取2人接受采访.

员工

项目
A B C D E F

子女教育 ○ ○ × ○ × ○

继续教育 × × ○ × ○ ○

大病医疗 × × × ○ × ×

住房贷款利息 ○ ○ × × ○ ○

住房租金 × × ○ × × ×

赡养老人 ○ ○ × × × ○

（i）试用所给字母列举出所有可能的抽取结果；

（ii）设M 为事件“抽取的2人享受的专项附加扣除至少有一项相同”，求事件M 发生的概率.

16. 在VABC 中，内角 A B C， ， 所对的边分别为 , ,a b c .已知 2b c a+ = ，3 sin 4 sinc B a C= .

（Ⅰ）求 cos B的值；

（Ⅱ）求 sin 2
6

B pæ ö+ç ÷
è ø

的值. 

17. 如图，在四棱锥 P ABCD- 中，底面 ABCD为平行四边形， PCD△ 为等边三角形，平面 PAC ^平面

PCD， PA CD^ ， 2CD = ， 3AD = ，

的
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（Ⅰ）设G H， 分别为 PB AC， 的中点，求证：GH∥平面 PAD ；

（Ⅱ）求证： PA ^平面 PCD；

（Ⅲ）求直线 AD 与平面 PAC 所成角的正弦值.

18. 设 na 是等差数列， nb 是等比数列，公比大于 0 ，已知 1 1 3a b= = ， 2 3b a=  ， 3 24 3b a= + .

（Ⅰ）求 na 和 nb 的通项公式；

（Ⅱ）设数列 nc 满足

2

1, ,
,n n

n
c b n

ìï= í
ïî

为奇数

为偶数 求  *
1 1 2 2 2 2n na c a c a c n N+ + + ÎL .

19. 

设椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > 的左焦点为 F ，左顶点为 A，顶点为B.已知 3 | | 2 | |OA OB= （O为原点）

.

（Ⅰ）求椭圆的离心率；

（Ⅱ）设经过点 F 且斜率为
3
4
的直线 l与椭圆在 x 轴上方的交点为 P ，圆C 同时与 x 轴和直线 l相切，圆

心C 在直线 4x = 上，且OC AP∥ ，求椭圆的方程. 

20. 设函数 ( ) ln ( 1) xf x x a x e= - - ，其中 a RÎ .

（Ⅰ）若 0a £ ，讨论  f x 的单调性；

（Ⅱ）若
10 a
e

< < ，

（i）证明  f x 恰有两个零点

（ii）设 x 为  f x 的极值点， 1x 为  f x 的零点，且 1 0x x> ，证明 0 13 2x x- > .
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一、选择题：在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。

1.设集合  1,1,2,3,5A = - ，  2,3,4B =  ， { |1 3}C x R x= Î <„  ，则 ( )A C B =I U

A. {2} B. {2，3} C. {-1，2，3} D. {1，2，3，4}

【答案】D

【解析】

【分析】

先求 A BÇ ，再求 ( )A C BI U 。

【详解】因为 {1, 2}A C =I ，

所以 ( ) {1,2,3,4}A C B =I U .

故选D。

【点睛】集合的运算问题，一般要先研究集合中元素的构成，能化简的要先化简，同时注意数形结合，即

借助数轴、坐标系、韦恩图等进行运算．

2.设变量 ,x y 满足约束条件 ，则目标函数 4z x y= - + 的最大值为

A. 2 B. 3 C. 5 D. 6

【答案】D

【解析】

【分析】

画出可行域，用截距模型求最值。

【详解】已知不等式组表示的平面区域如图中的阴影部分。

目标函数的几何意义是直线 4y x z= + 在 y 轴上的截距，

故目标函数在点 A处取得最大值。

由
2 0,

1
x y
x

- + =ì
í = -î

，得 ( 1,1)A - ，

所以 max 4 ( 1) 1 5z = - ´ - + = 。
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故选C。

【点睛】线性规划问题，首先明确可行域对应的是封闭区域还是开放区域，分界线是实线还是虚线，其次

确定目标函数的几何意义，是求直线的截距、两点间距离的平方、直线的斜率、还是点到直线的距离等等

，最后结合图形确定目标函数最值或范围．即：一画，二移，三求．

3.设 x RÎ ，则“0 5x< < ”是“ 1 1x - < ”的

A. 充分而不必要条件

B. 必要而不充分条件

C. 充要条件

D. 既不充分也不必要条件

【答案】B

【解析】

【分析】

求出 1 1x - < 的解集，根据两解集的包含关系确定.

【详解】 1 1x - < 等价于0 2x< < ，故0 5x< < 推不出 1 1x - < ；

由 1 1x - < 能推出0 5x< < 。

故“0 5x< < ”是“ | 1| 1x - < ”的必要不充分条件。

故选B。

【点睛】充要条件的三种判断方法：

(1)定义法：根据p⇒q，q⇒p进行判断；

(2)集合法：根据由p，q成立的对象构成的集合之间的包含关系进行判断；



第8页 | 共25页  

(3)等价转化法：根据一个命题与其逆否命题的等价性，把要判断的命题转化为其逆否命题进行判断．这个

方法特别适合以否定形式给出的问题．

4.阅读右边的程序框图，运行相应的程序，输出 S 的值为

A. 5 B. 8 C. 24 D. 29

【答案】B

【解析】

【分析】

根据程序框图，逐步写出运算结果。

【详解】 1, 2S i= = ® 11, 1 2 2 5, 3j S i= = + × = = 8, 4S i= = ，

结束循环，故输出8

故选B。

【点睛】解决此类型问题时要注意：①要明确是当型循环结构，还是直到型循环结构，根据各自的特点执

行循环体；②要明确图中的累计变量，明确每一次执行循环体前和执行循环体后，变量的值发生的变化；

③要明确循环体终止的条件是什么，会判断什么时候终止循环体．

5.已知 2log 7a = ， 3log 8b = ， 0.20.3c = ，则 , ,a b c 的大小关系为

。
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A. c b a< < B. a b c< <

C. b c a< < D. c a b< <

【答案】A

【解析】

【分析】

利用利用0,1,2等中间值区分各个数值的大小。

【详解】 0.2 00.3 0.3 1c = < = ；

2 2log 7 log 4 2> = ；

3 31 log 8 log 9 2< < = 。

故 c b a< < 。

故选A。

【点睛】利用指数函数、对数函数的单调性时要根据底数与1的大小区别对待。

6.已知抛物线 2 4y x= 的焦点为 F ，准线为 l .若与双曲线
2 2

2 2 1 ( 0, 0)x y a b
a b

- = > > 的两条渐近线分别交于

点A和点B，且 | | 4 | |AB OF= （O为原点），则双曲线的离心率为

A. 2 B. 3 C. 2 D. 5

【答案】D

【解析】

【分析】

只需把 4AB OF= 用 , ,a b c 表示出来，即可根据双曲线离心率的定义求得离心率。

【详解】 l的方程为 1x = - ，双曲线的渐近线方程为
by x
a

= ± ，

故得 ( 1, ), ( 1, )b bA B
a a

- - - ，

所以
2bAB
a

= ，
2 4b
a

= ， 2b a= ，

所以
2 2

5c a be
a a

+
= = = 。

故选D。
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【点睛】双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

- = > > 的离心率

2

1c be
a a

æ ö= = + ç ÷
è ø

.

7.已知函数 ( ) sin( ) ( 0, 0,| | )f x A x Aw j w j p= + > > < 是奇函数，且  f x 的最小正周期为p ，将

 y f x= 的图象上所有点的横坐标伸长到原来的2倍（纵坐标不变），所得图象对应的函数为  g x .若

2
4

g pæ ö =ç ÷
è ø

，则
3
8

f pæ ö =ç ÷
è ø

A. -2 B. 2- C. 2 D. 2

【答案】C

【解析】

【分析】

只需根据函数性质逐步得出 , ,A w j 值即可。

【详解】 ( )f x 为奇函数，可知 (0) sin 0f A j= = ，

由 j p< 可得 0j = ；

把其图象上各点的横坐标伸长到原来的 2 倍，得
1( ) sin
2

g x A xw= ，

由 ( )g x 的最小正周期为2p 可得 2w = ，

由 ( ) 2
4

g p
= ，可得 2A = ，

所以 ( ) 2sin 2f x x= ，
3 3( ) 2sin 2
8 4

f p p
= = 。

故选C。

8.已知函数

2 , 0 1,
( ) 1 , 1.

x x
f x

x
x

ì
ï= í

>ïî

„ „
若关于 x 的方程

1( ) ( )
4

f x x a a R= - + Î 恰有两个互异的实数解，

则 a 的取值范围为

A. 
5 9,
4 4

é ù
ê úë û

B. 
5 9,
4 4

æ ù
ç úè û

C. 
5 9, {1}
4 4

æ ù
ç úè û

U D. 
5 9, {1}
4 4

é ù
ê úë û

U
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【答案】D

【解析】

分析】

画出  f x 图象及直线
1
4

y x a= - + ，借助图象分析。

【详解】如图，当直线
1
4

y x a= - + 位于 B 点及其上方且位于 A点及其下方，

或者直线
1
4

y x a= - + 与曲线
1y
x

= 相切在第一象限时符合要求。

即
11 2
4

a£ - + £ ，即
5 9
4 4

a£ £ ，

或者 2

1 1
4x

- = - ，得 2x = ，
1
2

y = ，即
1 1 2
2 4

a= - ´ + ，得 1a = ，

所以 a 的取值范围是  5 9, 1
4 9

é ù
ê úë û

U 。

故选D。

【点睛】根据方程实根个数确定参数范围，常把其转化为曲线交点个数，特别是其中一条为直线时常用此

法。

绝密★启用前

第Ⅱ卷

注意事项：

1.用黑色墨水的钢笔或签字笔将答案写在答题卡上。

2.本卷共12小题，共110分。

二、填空题：本大题共6小题，每小题5分，共30分。

9. i 是虚数单位，则
5
1

i
i

-
+

的值为__________.

【答案】 13

【
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【解析】

【分析】

先化简复数，再利用复数模的定义求所给复数的模。

【详解】解法一：
5 (5 )(1 ) 2 3 13
1 (1 )(1 )

i i i i
i i i

- - -
= = - =

+ + -
。

解法二：
55 26 13

1 1 2
ii

i i
--

= = =
+ +

。

【点睛】所以解答与复数概念或运算有关的问题时，需把所给复数化为代数形式，即a＋bi(a，b∈R)的形

式，再根据题意求解．

10. 设 x RÎ ，使不等式 23 2 0x x+ - < 成立的 x 的取值范围为__________.

【答案】
2( 1, )
3

-

【解析】

【分析】

通过因式分解，解不等式。

【详解】 23 2 0x x+ - < ，

即 ( 1)(3 2) 0x x+ - < ，

即
21
3

x- < < ，

故 x 的取值范围是
2( 1, )
3

- 。

【点睛】解一元二次不等式的步骤：(1)将二次项系数化为正数；(2)解相应的一元二次方程；(3)根据一元

二次方程的根，结合不等号的方向画图；(4)写出不等式的解集．容易出现的错误有：①未将二次项系数化

正，对应错标准形式；②解方程出错；③结果未按要求写成集合．

11. 曲线 cos
2
xy x= - 在点  0,1 处的切线方程为__________.

【答案】 2 2 0x y+ - =

【解析】

【分析】

利用导数值确定切线斜率，再用点斜式写出切线方程。
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【详解】
1' sin
2

y x= - - ，

当 0x = 时其值为
1
2

- ，

故所求的切线方程为
11
2

y x- = - ，即 2 2 0x y+ - = 。

【点睛】曲线切线方程的求法：

(1)以曲线上的点(x0，f(x0))为切点的切线方程的求解步骤：

①求出函数f(x)的导数f′(x)；

②求切线的斜率f′(x0)；

③写出切线方程y－f(x0)＝f′(x0)(x－x0)，并化简．

(2)如果已知点(x1，y1)不在曲线上，则设出切点(x0，y0)，解方程组

0 0

1 0
0

1 0

( )

'( )

y f x
y y f x
x x

=ì
ï

-í =ï -î

得切点(x0，y0)，进而

确定切线方程．

12.已知四棱锥的底面是边长为 2 的正方形，侧棱长均为 5 .若圆柱的一个底面的圆周经过四棱锥四条侧

棱的中点，另一个底面的圆心为四棱锥底面的中心，则该圆柱的体积为__________.

【答案】
4
p

.

【解析】

【分析】

根据棱锥的结构特点，确定所求的圆柱的高和底面半径。

【详解】四棱锥的高为 5 1 2- = ，

故圆柱的高为1，圆柱的底面半径为
1
2
，

故其体积为

21 1
2 4

pp æ ö´ ´ =ç ÷
è ø

。

【点睛】圆柱的底面半径是棱锥底面对角线长度的一半、不是底边棱长的一半。

13. 设 0x > ， 0y > ， 2 4x y+ = ，则
( 1)(2 1)x y

xy
+ +

的最小值为__________.
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【答案】 4 3 .

【解析】

【分析】

把分子展开化为 2 6xy + ，再利用基本不等式求最值。

【详解】
2 2 6( 1)(2 1) 2 2 1 2 6 4 3

xyx y xy x y xy
xy xy xy xy

×+ + + + + +
= = ³ = ，

等号当且仅当 3xy = ，即 3, 1x y= = 时成立。

故所求的最小值为 4 3 。

【点睛】使用基本不等式求最值时一定要验证等号是否能够成立。

14. 在四边形 ABCD中， AD BC∥ ， 2 3AB =  ， 5AD =  ， 30AÐ = °  

，点 E 在线段CB 的延长线上，且 AE BE= ，则 BD AE× =
uuuv uuuv

__________.

【答案】 1- .

【解析】

【分析】

可利用向量的线性运算，也可以建立坐标系利用向量的坐标运算求解。

【详解】详解：解法一：如图，过点 B 作 AE 的平行线交 AD 于 F ，

因为 AE BE= ，故四边形 AEBF 为菱形。

因为 30BADÐ = °， 2 3AB = ，所以 2AF = ，即
2
5

AF AD=
uuur uuur

.

因为
2
5

AE FB AB AF AB AD= = - = -
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

所以
2 22 7 2 7 3( ) ( ) 2 3 5 12 10 1

5 5 5 5 2
BD AE AD AB AB AD AB AD AB AD= - - = - - = ´ ´ ´ - - = -
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

g g g .
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解法二：建立如图所示的直角坐标系，则 (2 3,0)B ，
5 3 5( , )

2 2
D 。

因为 AD ∥ BC ， 30BADÐ = °，所以 30CBEÐ = °，

因为 AE BE= ，所以 30BAEÐ = °，

所以直线 BE 的斜率为
3

3
，其方程为

3 ( 2 3)
3

y x= - ，

直线 AE 的斜率为
3

3
- ，其方程为

3
3

y x= - 。

由

3 ( 2 3),
3

3
3

y x

y x

ì
= -ïï

í
ï = -ïî

得 3x = ， 1y = - ，

所以 ( 3, 1)E - 。

所以
3 5( , ) ( 3, 1) 1

2 2
BD AE = - = -
uuur uuur

g g 。
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【点睛】平面向量问题有两大类解法：基向量法和坐标法，在便于建立坐标系的问题中使用坐标方法更为

方便。

三.解答题：本大题共6小题，共80分.解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

15.2019年，我国施行个人所得税专项附加扣除办法，涉及子女教育、继续教育、大病医疗、住房贷款利息

或者住房租金、赡养老人等六项专项附加扣除.某单位老、中、青员工分别有72,108,120人，现采用分层

抽样的方法，从该单位上述员工中抽取 25 人调查专项附加扣除的享受情况.

（Ⅰ）应从老、中、青员工中分别抽取多少人？

（Ⅱ）抽取的25人中，享受至少两项专项附加扣除的员工有6人，分别记为 , , , , ,A B C D E F .享受情况如右

表，其中“d ”表示享受，“×”表示不享受.现从这6人中随机抽取2人接受采访.

员工

项目
A B C D E F

子女教育 ○ ○ × ○ × ○

继续教育 × × ○ × ○ ○

大病医疗 × × × ○ × ×

住房贷款利息 ○ ○ × × ○ ○

住房租金 × × ○ × × ×

赡养老人 ○ ○ × × × ○

（i）试用所给字母列举出所有可能的抽取结果；

（ii）设M 为事件“抽取的2人享受的专项附加扣除至少有一项相同”，求事件M 发生的概率.

【答案】（I）6人，9人，10人；

（II）（i）见解析；（ii）
11
15

.

【解析】

【分析】

（I）根据题中所给的老、中、青员工人数，求得人数比，利用分层抽样要求每个个体被抽到的概率是相等
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的，结合样本容量求得结果；

（II）（I）根据6人中随机抽取2人，将所有的结果一一列出；

（ii）根据题意，找出满足条件的基本事件，利用公式求得概率.

【详解】（I）由已知，老、中、青员工人数之比为6 : 9 :10 ，

由于采取分层抽样的方法从中抽取25位员工，

因此应从老、中、青员工中分别抽取6人，9人，10人.

（II）（i）从已知的6人中随机抽取2人的所有可能结果为

         , , , , , , , , ,A B A C A D A E A F ,       , , , , , , ,B C B D B E B F ,     , , , , ,C D C E C F ,

     , , , , ,D E D F E F ,共15种；

（ii）由表格知，符合题意的所有可能结果为       , , , , , , ,A B A D A E A F ,     , , , , ,B D B E B F ,

   , , ,C E C F ,   , , ,D F E F ,共11种，

所以，时间M发生的概率
11( )
15

P M = .

【点睛】本小题主要考查随机抽样、用列举法计算随机事件所含的基本事件数、古典概型即其概率计算公

式等基本知识，考查运用概率知识解决简单实际问题的能力.

16. 在VABC 中，内角 A B C， ， 所对的边分别为 , ,a b c .已知 2b c a+ = ，3 sin 4 sinc B a C= .

（Ⅰ）求 cos B的值；

（Ⅱ）求 sin 2
6

B pæ ö+ç ÷
è ø

值. 

【答案】(Ⅰ) 
1
4

- ；

(Ⅱ) 3 5 7
16

+
- .

【解析】

【分析】

(Ⅰ)由题意结合正弦定理得到 , ,a b c 的比例关系，然后利用余弦定理可得 cos B的值

(Ⅱ)利用二倍角公式首先求得 sin 2 ,cos 2B B 的值，然后利用两角和的正弦公式可得 2a = 的值.

的
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【详解】(Ⅰ)在VABC 中，由正弦定理
sin sin

b c
B C

= 得 sin sinb C c B= ，

又由3 sin 4 sinc B a C= ，得3 sin 4 sinb C a C= ，即3 4b a= .

又因为 2b c a+ = ，得到
4
3

b a= ，
2
3

c a= .

由余弦定理可得
2 2 2

cos
2

a c bB
ac

+ -
=

2 2 24 16
19 9

2 42
3

a a a

a a

+ -
= = -

× ×
.

(Ⅱ)由(Ⅰ)可得 2 15sin 1 cos
4

B B= - = ，

从而
15sin 2 2sin cos
8

B B B= = - ，
2 2 7cos 2 cos sin

8
B B B= - = - .

故
15 3 7 1 3 5 7sin 2 sin 2 cos cos 2 sin

6 6 6 8 2 8 2 16
B B Bp p p +æ ö+ = + = - ´ - ´ = -ç ÷

è ø
.

【点睛】本题主要考查同角三角函数的基本关系，两角和的正弦公式，二倍角的正弦与余弦公式，以及正

弦定理､余弦定理等基础知识.考查计算求解能力.

17. 如图，在四棱锥 P ABCD- 中，底面 ABCD为平行四边形， PCD△ 为等边三角形，平面 PAC ^平面

PCD， PA CD^ ， 2CD = ， 3AD = ，

（Ⅰ）设G H， 分别为 PB AC， 的中点，求证：GH∥平面 PAD ；

（Ⅱ）求证： PA ^平面 PCD；

（Ⅲ）求直线 AD 与平面 PAC 所成角的正弦值.

【答案】（I）见解析；（II）见解析；（III） 3
3

.

【解析】
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【分析】

（I）连接 BD，结合平行四边形的性质，以及三角形中位线的性质，得到GH PDP ，利用线面平行的判

定定理证得结果；

（II）取棱 PC 的中点 N ，连接 DN ，依题意，得 DN PC^ ，结合面面垂直的性质以及线面垂直的性质

得到 DN PA^ ，利用线面垂直的判定定理证得结果；

（III）利用线面角的平面角的定义得到 DANÐ 为直线 AD 与平面 PAC 所成的角，放在直角三角形中求得

结果.

【详解】（I）证明：连接 BD，易知 AC BD HÇ = ， BH DH= ，

又由 BG PG= ，故GH PDP ，

又因为GH Ë 平面 PAD ， PD Ì 平面 PAD ，

所以GH∥平面 PAD .

（II）证明：取棱 PC 的中点 N ，连接 DN ，依题意，得 DN PC^ ，

又因为平面 PAC ^平面 PCD，平面 PAC I 平面 PCD PC= ，

所以 DN ^ 平面 PAC ，又 PA Ì 平面 PAC ，故 DN PA^ ，

又已知 PA CD^ ，CD DN D=I ，

所以 PA ^平面 PCD .

（III）解：连接 AN ，由（II）中 DN ^ 平面 PAC ，

可知 DANÐ 为直线 AD 与平面 PAC 所成的角.

因为 PCDD 为等边三角形， 2CD = 且 N 为 PC 的中点，

所以 3DN = ，又 DN AN^ ，

在 Rt ANDD 中，
3sin

3
DNDAN
AD

Ð = = ，
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所以，直线 AD 与平面 PAC 所成角的正弦值为
3

3
.

【点睛】本小题主要考查直线与平面平行、直线与平面垂直、平面与平面垂直、直线与平面所成的角等基

础知识，考查空间想象能力和推理能力.

18. 设 na 是等差数列， nb 是等比数列，公比大于 0 ，已知 1 1 3a b= = ， 2 3b a=  ， 3 24 3b a= + .

（Ⅰ）求 na 和 nb 的通项公式；

（Ⅱ）设数列 nc 满足

2

1, ,
,n n

n
c b n

ìï= í
ïî

为奇数

为偶数 求  *
1 1 2 2 2 2n na c a c a c n N+ + + ÎL .

【答案】（I） 3na n= ， 3n
nb = ；

（II）
2 2(2 1)3 6 9 ( )
2

nn n n N
+

*- + +
Î

【解析】

【分析】

（I）首先设出等差数列的公差，等比数列的公比，根据题意，列出方程组，求得
3
3

d
q

=ì
í =î

，进而求得等差

数列和等比数列的通项公式；

（II）根据题中所给的 nc 所满足的条件，将 1 1 2 2 2 2n na c a c a c+ + +L 表示出来，之后应用分组求和法，结合

等差数列的求和公式，以及错位相减法求和，最后求得结果.

【详解】（I）解：设等差数列 na 的公差为 d ，等比数列 nb 的公比为 q ，

依题意，得 2

3 3 2
3 15 4
q d
q d

= +ì
í = +î

，解得
3
3

d
q

=ì
í =î

，

故 3 3( 1) 3na n n= + - = ，
13 3 3n n

nb -= ´ = ，

所以， na 的通项公式为 3na n= ， nb 的通项公式为 3n
nb = ；

（II） 1 1 2 2 2 2n na c a c a c+ + +L
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1 3 5 2 1 2 1 4 2 6 3 2( ) ( )n n na a a a a b a b a b a b-= + + + + + + + + +L L

1 2 3( 1)[ 3 6] (6 3 12 3 18 3 6 3 )
2

nn nn n-
= ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + + ´L

2 1 23 6 (1 3 2 3 3 )nn n= + ´ ´ + ´ + + ´L ，

记  1 21 3 2 3 3n
nT n= ´ + ´ + + ´L    ①

则  2 3 13 1 3 2 3 3n
nT n += ´ + ´ + + ´L   ②

②-①得，
2 3 12 3 3 3 3 3n n

nT n += - - - - - + ´L
1

13(1 3 ) (2 1)3 33
1 3 2

n n
n nn

+
+- - +

= - + ´ =
-

，

所以
1

2 2
1 1 2 2 2 2

(2 1)3 33 6 3 3
2

n

n n n
na c a c a c n T n

+- +
+ + + = + = + ´L

2 2(2 1)3 6 9 ( )
2

nn n n N
+

*- + +
= Î .

【点睛】本小题主要考查等差数列、等比数列的通项公式及前 n 项和公式等基础知识，考查数列求和的基

本方法和运算求解能力，属于中档题目.

19. 

设椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > 的左焦点为 F ，左顶点为 A，顶点为B.已知 3 | | 2 | |OA OB= （O为原点）

.

（Ⅰ）求椭圆的离心率；

（Ⅱ）设经过点 F 且斜率为
3
4
的直线 l与椭圆在 x 轴上方的交点为 P ，圆C 同时与 x 轴和直线 l相切，圆

心C 在直线 4x = 上，且OC AP∥ ，求椭圆的方程. 

【答案】（I）首先设椭圆的半焦距为 c，根据题意得到 3 2a b= ，结合椭圆中 , ,a b c 的关系，得到

2 2 23( )
2

a a c= + ，化简得出
1
2

c
a

= ，从而求得其离心率；

（II）结合（I）的结论，设出椭圆的方程
2 2

2 2 1
4 3
x y
c c

+ = ，写出直线的方程，两个方程联立，求得交点的坐

标，利用直线与圆相切的条件，列出等量关系式，求得 2c = ，从而得到椭圆的方程.
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【解析】

【分析】

（I）
1
2
；

（II）
2 2

1
16 12
x y

+ = .

【详解】（I）解：设椭圆的半焦距为 c，由已知有 3 2a b= ，

又由 2 2 2a b c= + ，消去b 得 2 2 23( )
2

a a c= + ，解得
1
2

c
a

= ，

所以，椭圆的离心率为
1
2

.

（II）解：由（I）知， 2 , 3a c b c= = ，故椭圆方程为
2 2

2 2 1
4 3
x y
c c

+ = ，

由题意， ( ,0)F c- ，则直线 l的方程为
3 ( )
4

y x c= + ，

点 P 的坐标满足

2 2

2 2 1
4 3

3 ( )
4

x y
c c

y x c

ì
+ =ïï

í
ï = +ïî

，消去 y 并化简，得到 2 27 6 13 0x cx c+ - = ，

解得 1 2
13,

7
cx c x= = - ，

代入到 l的方程，解得 1 2
3 9,
2 14

y c y c= = - ，

因为点 P 在 x 轴的上方，所以
3( , )
2

P c c ，

由圆心在直线 4x = 上，可设 (4, )C t ，因为OC AP∥ ，

且由（I）知 ( 2 ,0)A c- ，故

3
2

4 2

ct
c c

=
+

，解得 2t = ，

因为圆C 与 x 轴相切，所以圆的半径为2，

又由圆C 与 l相切，得
2

3 (4 ) 2
4 2

31 ( )
4

c+ -
=

+
，解得 2c = ，
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所以椭圆的方程为：
2 2

1
16 12
x y

+ = .

【点睛】本小题主要考查椭圆的标准方程和几何性质、直线方程、圆等基础知识，考查用代数方法研究圆

锥曲线的性质，考查运算求解能力，以及用方程思想、数形结合思想解决问题的能力.

20. 设函数 ( ) ln ( 1) xf x x a x e= - - ，其中 a RÎ .

（Ⅰ）若 0a £ ，讨论  f x 的单调性；

（Ⅱ）若
10 a
e

< < ，

（i）证明  f x 恰有两个零点

（ii）设 x 为  f x 极值点， 1x 为  f x 的零点，且 1 0x x> ，证明 0 13 2x x- > .

【答案】（I） ( )f x 在 (0, )+¥ 内单调递增.；

（II）（i）见解析；（ii）见解析.

【解析】

【分析】

（I）；首先写出函数的定义域，对函数求导，判断导数在对应区间上的符号，从而得到结果；

（II）（i）对函数求导，确定函数的单调性，求得极值的符号，从而确定出函数的零点个数，得到结果；

（ii）首先根据题意，列出方程组，借助于中介函数，证得结果.

【详解】（I）解：由已知， ( )f x 定义域为 (0, )+¥ ，

且
21 1'( ) [ ( 1) ]

x
x x ax ef x ae a x e

x x
-

= - + - = ，

因此当 0a £ 时， 21 0xax e- > ，从而 '( ) 0f x > ，

所以 ( )f x 在 (0, )+¥ 内单调递增.

（II）证明：（i）由（I）知，
21'( )

xax ef x
x

-
= ，

令 2( ) 1 xg x ax e= - ，由
10 a
e

< < ，可知 ( )g x 在 (0, )+¥ 内单调递减，

又 (1) 1 0g ae= - > ，且
2 21 1 1 1(ln ) 1 (ln ) 1 (ln ) 0g a

a a a a
= - = - < ，

的

的
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故 ( ) 0g x = 在 (0, )+¥ 内有唯一解，

从而 '( ) 0f x = 在 (0, )+¥ 内有唯一解，不妨设为 0x ，

则 0
11 lnx
a

< < ，当 0(0, )x xÎ 时， 0( )( )'( ) 0g xg xf x
x x

= > = ，

所以 ( )f x 在 0(0, )x 内单调递增；

当 0( , )x xÎ +¥ 时， 0( )( )'( ) 0g xg xf x
x x

= < = ，

所以 ( )f x 在 0( , )x +¥ 内单调递减，

因此 0x 是 ( )f x 的唯一极值点.

令 ( ) ln 1h x x x= - + ，则当 1x > 时，
1'( ) 1 0h x
x

= - < ，故 ( )h x 在 (1, )+¥ 内单调递减，

从而当 1x > 时， ( ) (1) 0h x h< = ，所以 ln 1x x< - ，

从而
1ln1 1 1 1 1 1(ln ) ln ln (ln 1) ln ln ln 1 (ln ) 0af a e h

a a aa a a a
= - - = - + = < ，

又因为 0( ) (1) 0f x f> = ，所以 ( )f x 在 0( , )x +¥ 内有唯一零点，

又 ( )f x 在 0(0, )x 内有唯一零点1，从而， ( )f x 在 (0, )+¥ 内恰有两个零点.

（ii）由题意，
0

1

'( ) 0
( ) 0

f x
f x

=ì
í =î

，即
0

1

12
0

1 1ln ( 1)

x

x

ax e
x a x e

=ì
í

= -î
，

从而
1 01

1 2
0

1ln x xxx e
x

--
= ，即 1 0

2
0 1

1

ln
1

x x x xe
x

- =
-

，

以内当 1x > 时， ln 1x x< - ，又 1 0 1x x> > ，故 1 0

2
20 1

0
1

( 1)
1

x x x xe x
x

- -
< =

-
，

两边取对数，得 1 0 2
0ln lnx xe x- < ，

于是 1 0 0 02ln 2( 1)x x x x- < < - ，整理得 0 13 2x x- > ，

【点睛】本小题主要考查导数的运算、不等式证明、运用导数研究函数的性质等基础知识和方法，考查函

数思想、化归与转化思想，考查综合分析问题和解决问题的能力.
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