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2011年普通高等学校招生全国统一考试（湖南卷）

数学（理工农医类）

参考公式：（1）
( )( )
( )

P ABP B A
P A

= ，其中 ,A B为两个事件，且 ( ) 0P A > ，

         （2）柱体体积公式V Sh= ，其中 S 为底面面积， h为高。

         （3）球的体积公式 34
3

V Rp= ，其中R 为求的半径。

一、选择题（共8小题，每小题5分，满分40分）

1．（5分）（2011•湖南）若a，b∈R，i为虚数单位，且（a+i）i=b+i则（　　）

　A
．

a=1，b=1 B
．

a=﹣1，b=1 C
．

a=﹣1，b=﹣1 D
．

a=1，b=﹣1

　

2．（5分）（2011•湖南）设集合M={1，2}，N={a2}，则“a=1”是“N⊆M”的（　　）

　A
．

充分不必要条

件

B
．

必要不充分条

件

　C
．

充分必要条件 D
．

既不充分又不

必要条件

　

3．（5分）（2011•湖南）设如图是某几何体的三视图，则该几何体的体积为（　　）

　A
．

9π+42 B
．

36π+18 C
．

D
．

　

4．（5分）（2011•湖南）通过随机询问110名性别不同的大学生是否爱好某项运动，得到

如下的列联表：

 男 女 总计

爱好 40 20 60
不爱好 20 30 50
总计 60 50 110
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由 算得，

． 

 
P（K2≥k） 0.050 0.010 0.001
k 3.841 6.635 10.828
参照附表，得到的正确结论是（　　）

　A
．

在犯错误的概

率不超过0.1%
的前提下，认

为“爱好该项运

动与性别有关”
　B

．

在犯错误的概

率不超过0.1%
的前提下，认

为“爱好该项运

动与性别无关”
　C

．

有99%以上的把

握认为“爱好该

项运动与性别

有关”
　D

．

有99%以上的把

握认为“爱好该

项运动与性别

无关”
　

5．（5分）（2011•湖南）设双曲线 的渐近线方程为3x±2y=0，则a的

值为（　　）

　A
．

4 B
．

3 C
．

2 D
．

1

　

6．（5分）（2011•湖南）由直线 与曲线y=cosx所围成的封闭图形

的面积为（　　）

　A
．

B
．

1 C
．

D
．
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7．（5分）（2011•湖南）设m＞1，在约束条件 下，目标函数Z=X+my的最大值

小于2，则m 的取值范围为（　　）

　A
．

（1， ） B
．

（ ，+∞
）

C
．

（1，3） D
．

（3，+∞）

　

8．（5分）（2011•湖南）设直线x=t 
与函数f（x）=x2，g（x）=lnx的图象分别交于点M，N，则当|MN|达到最小时t的值为（　　

）

　A
．

1 B
．

C
．

D
．

　

二、填空题（共8小题，每小题5分，满分35分）

9．（5分）（2011•湖南）在直角坐标系xOy中，曲线C1的参数方程为 （α为

参数）在极坐标系（与直角坐标系xOy取相同的长度单位，且以原点O为极点，以x轴正半

轴为极轴）中，曲线C2的方程为p（cosθ﹣sinθ）+1=0，则C1与C2的交点个数为　

_________　．

　

10．（5分）（2011•湖南）设x，y∈R，且xy≠0，则 的最小值

为　_________　．

　

11．（2011•湖南）如图，A，E是半圆周上的两个三等分点，直径BC=4，AD⊥BC，垂足

为D，BE与AD相交与点F，则AF的长为　_________　．

　

12．（5分）（2011•湖南）设Sn是等差数列{an}（n∈N*）的前n项和，且a1=1，a4=7，则S9

=　_________　．

　

13．（5分）（2011•湖南）若执行如图所示的框图，输入x1=1， ，则

输出的数等于　_________　．
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14．（5分）（2011•湖南）在边长为1的正三角形ABC中，设 ， 则

=　_________　．

　

15．（5分）（2011•湖南）如图，EFGH 是以O 
为圆心，半径为1的圆的内接正方形．将一颗豆子随机地扔到该院内，用A表示事件“豆子

落在正方形EFGH内”，B表示事件“豆子落在扇形OHE（阴影部分）内”，则

（1）P（A）=　_________　；           （2）P（B|A）=　_________　．

　

16．（5分）（2011•湖南）对于n∈N+，将n 
表示n=a0×2k+a1×2k﹣1+a2×2k﹣2+…+ak﹣1×21+ak×20，当i=0时，ai=1，当1≤i≤k时，a1为0或1．
记I（n）为上述表示中ai为0的个数（例如：1=1×20，4=1×22+0×21+0×20，故I（1）=0，I（4
）=2），则

（1）I（12）=　_________　；（2） =　_________　．

　

三、解答题（共6小题，满分75分）

17．（12分）（2011•湖南）在△ABC中，角A，B，C所对的边分别为a，b，c，且满足csin
A=acosC．
（1）求角C的大小；

（2）求 sinA﹣cos （B+ ）的最大值，并求取得最大值时角A、B的大小．

　

18．（12分）（2011•湖南）某商店试销某种商品20天，获得如下数据：

日销售量（件） 0 1 2 3
频数 1 5 9 5
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试销结束后（假设该商品的日销售量的分布规律不变），设某天开始营业时有该商品3件，

当天营业结束后检查存货，若发现存货少于2件，则当天进货补充至3件，否则不进货，将

频率视为概率．

（Ⅰ）求当天商品不进货的概率；

（Ⅱ）记X为第二天开始营业时该商品的件数，求X的分布列和数学期望．

　

19．（12分）（2011•湖南）如图，在圆锥PO中，已知PO= ，⊙O的直径AB=2，C是

的中点，D为AC的中点．

（Ⅰ）证明：平面POD⊥平面PAC；
（Ⅱ）求二面角B﹣PA﹣C的余弦值．

　

20．（13分）（2011•湖南）如图，长方形物体E在雨中沿面P（面积为S）的垂直方向作匀

速移动，速度为v（v＞0），雨速沿E移动方向的分速度为c（c∈R）．E移动时单位时间内

的淋雨量包括两部分：（1）P或P的平行面（只有一个面淋雨）的淋雨量，假设其值与|v﹣

c|×S成正比，比例系数为 ；（2）其它面的淋雨量之和，其值为 ，记y为E移动过程中的

总淋雨量，当移动距离d=100，面积S= 时．

（Ⅰ）写出y的表达式

（Ⅱ）设0＜v≤10，0＜c≤5，试根据c的不同取值范围，确定移动速度v，使总淋雨量y最少

．

　

21．（13分）（2011•湖南）如图，椭圆C1： =1（a＞b＞0）的离心率为 ，x轴被

曲线C2：y=x2﹣b截得的线段长等于C1的长半轴长．

（Ⅰ）求C1，C2的方程；

（Ⅱ）设C2与y轴的交点为M，过坐标原点O的直线l与C2相交于点A、B，直线MA，MB分
别与C1相交与D，E．
（i）证明：MD⊥ME；
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（ii）记△MAB，△MDE的面积分别是S1，S2．问：是否存在直线l，使得 = ？请说明

理由．

　

22．（13分）（2011•湖南）已知函数f（x）=x3，g （x）=x+ ．

（Ⅰ）求函数h （x）=f（x）﹣g （x）的零点个数．并说明理由；

（Ⅱ）设数列{ 
an}（n∈N*）满足a1=a（a＞0），f（an+1）=g（an），证明：存在常数M，使得对于任意的

n∈N*，都有an≤M．
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一选择题：本大题共8小题，每小题5分，共40分，在每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求的。

1.若 ,a b RÎ ， i 为虚数单位，且 ( )a i i b i+ = + ，则（     ）

A． 1, 1a b= =    B． 1, 1a b= - =    C． 1, 1a b= - = -    D． 1, 1a b= = -    

答案：D

2.设 {1,2}M = ，
2{ }N a= ，则“ 1a = ”是“ N MÍ ”则（     ）

A．充分不必要条件   B．必要不充分条件   C．充分必要条件   
D．既不充分又不必要条件   
答案：A

解析：因“ 1a = ”，即 {1}N = ，满足“ N MÍ ”，反之“ N MÍ ”，则

2{ }={1}N a= ，或
2{ }={2}N a= ，不一定有“ 1a = ”。

3.设图一是某几何体的三视图，则该几何体的体积为（     ）

A．
9 12
2

p +    B．
9 18
2

p +    

C．9 42p +    D．36 18p +    
答案：B
解析：有三视图可知该几何体是一个长方体和球构成的组合体，其体积

。

4.通过随机询问110名性别不同的大学生是否爱好某项运动，得到如下的列联表：

男 女 总计

爱好 40 20 60
不爱好 20 30 50
总计 60 50 110

由
2

2 ( )
( )( )( )( )

n ad bcK
a b c d a c b d

-
=

+ + + +
算得

2
2 110 (40 30 20 20) 7.8

60 50 60 50
K ´ ´ - ´

= »
´ ´ ´

附表：

2( )P K k³
0.050 0.010 0.001

k 3.841 6.635 10.828
参照附表，得到的正确结论是（     ）
A．在犯错误的概率不超过0.1% 的前提下，认为“爱好该项运动与性别有关”

B．在犯错误的概率不超过0.1% 的前提下，认为“爱好该项运动与性别无关”

C．有99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别有关”

D．有99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别有关” 
答案：C

34 3 9+3 3 2= 18
3 2 2

V p p= ´ ´ +（ ）
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解析：由 ，而 ，故由独立性检验的意义可知选C.

5.设双曲线
2 2

2 1( 0)
9

x y a
a

- = > 的渐近线方程为3 2 0x y± = ，则 a 的值为（     ）

A．4      B．3       C．2       D．1
答案：C

解析：由双曲线方程可知渐近线方程为
3y x
a

= ± ，故可知 2a = 。

6. 由直线 , , 0
3 3

x x yp p
= - = = 与曲线 cosy x= 所围成的封闭图形的面积为（    ）

A．
1
2

      B．1       C．
3

2
      D． 3

答案：D

解析：由定积分知识可得
3

3

3
3

3 3cos sin | ( ) 3
2 2

S xdx x

p
p

p
p

-
-

= = = - - =ò ，故选D。

7. 

设 1m > ，在约束条件

1

y x
y mx
x y

³ì
ï £í
ï + £î

下，目标函数 z x my= + 的最大值小于2，则m 的取值范

围为（    ）

A． (1,1 2)+       B． (1 2, )+ +¥       C． (1,3)       D． (3, )+¥

答案：A

解析：画出可行域，可知 5z x y= + 在点
1( , )

1 1
m

m m+ +
取最大值，由

21 2
1 1

m
m m

+ <
+ +

解

得1 2 1m< < + 。

8.设直线 x t= 与函数
2( ) , ( ) lnf x x g x x= = 的图像分别交于点 ,M N ，则当 | |MN 达到最

小时 t 的值为（    ）

A．1      B．
1
2

      C．
5

2
      D．

2
2

答案：D

解析：由题
2| | lnMN x x= - ， ( 0)x > 不妨令

2( ) lnh x x x= - ，则
1'( ) 2h x x
x

= - ，令

'( ) 0h x = 解得
2

2
x = ，因

2(0, )
2

x Î 时， '( ) 0h x < ，当
2( , )

2
x Î +¥ 时， '( ) 0h x > ，

2

7.8 6.635K » > 2( 6.635) 0.010P K ³ =
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所以当
2

2
x = 时， | |MN 达到最小。即

2
2

t = 。

    
二填空题：本大题共8小题，考生作答7小题，每小题5分，共35分，把答案填在答题卡中

对应题号的横线上。

一、选做题（请考生在第9、10、11三题中任选两题作答，如果全做，则按前两题记分

）

9.在直角坐标系 xoy中，曲线C1的参数方程为
cos ,
1 sin

x
y

a
a

=ì
í = +î

（a 为参数）在极坐

标系（与直角坐标系 xoy取相同的长度单位，且以原点O为极点，以 x 轴正半轴

为极轴）中，曲线 2C 的方程为  cos sin 1 0r q q- + = ，则 1C 与 2C 的交点个数为     

。 

答案：2

解析：曲线 2 2
1 : ( 1) 1C x y+ - = ， 2 : 1 0C x y- + = ，由圆心到直线的距离

| 0 1 1| 0 1
2

d - +
= = < ，故 1C 与 2C 的交点个数为2.

10.设 ,x y RÎ ,则 2 2
2 2

1 1( )( 4 )x y
y x

+ + 的最小值为         。

答案：9

解析：由柯西不等式可知 2 2 2
2 2

1 1( )( 4 ) (1 2) 9x y
y x

+ + ³ + = 。

11.如图2， ,A E 是半圆周上的两个三等分点，直径 4BC = ，

AD BC^ ,垂足为D, BE与 AD 相交与点F，则 AF 的长为         。

答案：
2 3

3

解析：由题可知， 60AOB EOCÐ = Ð = ° ， 2OA OB= = ,得 1OD BD= = ,
3

3
DF = ，

又
2 3AD BD CD= × = ，所以

2 3
3

AF AD DF= - = .
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二、必做题（12~16题）

12、设 nS 是等差数列
*{ }( )na n NÎ 的前 n 项和，且 1 41, 7a a= = ，则 5 ______S =

答案：25

解析：由 1 41, 7a a= = 可得 1 1, 2, 2 1na d a n= = = - ，所以 5
(1 9) 5 25

2
S + ´

= = 。

13、若执行如图3所示的框图，输入 1 2 31, 2, 3, 2x x x x= = = =

，则输出的数等于        。

答案：
2
3

解析：由框图的算法功能可知，输出的数为三个数的方差，

则
2 2 2(1 2) (2 2) (3 2) 2

3 3
S - + - + -

= = 。

14、在边长为1的正三角形 ABC 中，设 2 , 3BC BD CA CE= =
uuur uuur uuur uuur

，则 ________AD BE× =
uuur uuur

。

答案：
1
4

-

解析：由题
1
2

AD CD CA CB CA= - = -
uuur uuur uuur uuur uuur

，
1
3

BE CE CB CA CB= - = -
uuur uuur uuur uuur uuur

，

所以
1 1 1 1 7 1( ) ( )
2 3 2 3 6 4

AD BE CB CA CA CB CB CA× = - × - = - - + × = -
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

。

15、如图4， 
EFGH 是以O为圆心，半径为1的圆的内接正方形，将一颗豆子随机地

扔到该圆内，用A表示事件“豆子落在正方形 EFGH 内”，B表示事件

“豆子落在扇形OHE （阴影部分）内”，则

（1） =______P A（ ） ；（2） =______P A（B| ）

答案：（1）
2
p

；（2）
1=
4

P A（B| ）

解析：（1）由几何概型概率计算公式可得
2= =

S
P A

S p
正

圆

（ ） ；

（2）由条件概率的计算公式可得

2 1
14= = =2 4

P ABP A
P A

p

p

´
（ ）

（B| ）
（ ）

。

16、对于
*n NÎ ，将 n 表示为

1 2 1 0
0 1 2 12 2 2 2 2k k k

k kn a a a a a- -
-= ´ + ´ + ´ + + ´ + ´L ，
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当 0i = 时， 1ia = ，当1 i k£ £ 时， ia 为0或1.记 ( )I n 为上述表示中 ia 为0的个数，（例

如
01 1 2= ´ ，

2 1 04 1 2 0 2 0 2= ´ + ´ + ´ ：故 (1) 0, (4) 2I I= = ）则

（1） (12) _____I =    （2）
127

( )

1
2 ______I n

n=

=å

答案：（1）2；（2）1093

解析：（1）因
3 2 1 012 1 2 +1 2 0 2 0 2= ´ ´ + ´ + ´ ，故 (12) 2I = ；

（2）在2进制的 ( 2)k k ³ 位数中，没有0的有1个，有1个0的有
1

1kC - 个，有2个0的有
2

1kC -

个，……有m 个0的有 1
m
kC - 个，……有 1k - 个0的有

1
1 1k

kC -
- = 个。故对所有2进制为 k 位数

的数 n ，在所求式中的
( )2I n

的和为：

0 1 1 2 2 1 1 1
1 1 11 2 2 2 2 3k k k

k k kC C C - - -
- - -× + × + × + + × =L 。

又
7127 2 1= - 恰为2进制的最大7位数，所以

127 7
( ) 0 1

1 2
2 2 3 1093I n k

n k

-

= =

= + =å å 。

三．解答题：本大题共6小题，共75分，解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。

17.（本小题满分12分）在 ABCD 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，且满足

sin cosc A a C= .
（I）求角C 的大小；

（II）求 3 sin cos( )
4

A B p
- + 的最大值，并求取得最大值时角 ,A B 的大小．

解析：（I）由正弦定理得 sin sin sin cos .C A A C=

因为0 ,A p< < 所以 sin 0. sin cos . cos 0, tan 1,
4

A C C C C C p
> = ¹ = =从而 又 所以 则

（II）由（I）知
3 .
4

B Ap
= - 于是

         

3 sin cos( ) 3 sin cos( )
4

3 sin cos 2sin( ).
6

3 110 , , , ,
4 6 6 12 6 2 3

A B A A

A A A

A A A A

p p

p

p p p p p p p

- + = - -

= + = +

< < \ < + < + = =Q 从而当 即 时

2sin( )
6

A p
+ 取最大值2．



第12页 | 共18页  

综上所述， 3 sin cos( )
4

A B p
- + 的最大值为2，此时

5, .
3 12

A Bp p
= =

18. 某商店试销某种商品20天，获得如下数据：

日销售量（件

）

0 1 2 3

频数 1 5 9 5

试销结束后（假设该商品的日销售量的分布规律不变），设某天开始营业时有

该商品3件，当天营业结束后检查存货，若发现存货少于2件，则当天进货补充

至3件，否则不进货，将频率视为概率。

(Ⅰ）求当天商品不进货的概率；

（Ⅱ）记X为第二天开始营业时该商品的件数，求X的分布列和数学期望。

解析：（I）P（“当天商店不进货”）=P（“当天商品销售量为0件”）+P（“

当天商品销售量1件”）=
1 5 3
20 20 10

+ = 。

（II）由题意知， X 的可能取值为2，3.

5 1( 2) (" ")
20 4

P x P= = = =当天商品销售量为1件 ；

( 3) (" ")+ (" ")+ ("
1 9 5 3") + +
20 20 20 4

P x P P P= =

= =

当天商品销售量为0件 当天商品销售量为2件 当天商品销售

量为3件

故 X 的分布列为

X 2 3
P 1

4
3
4

X 的数学期望为
1 3 112 +3 =
4 4 4

EX = ´ ´ 。

19.（本题满分12分）如图5，在圆锥 PO中，已知 2,PO O= e 的直径

2, ,AB C AB D AC= 是 的中点, 为 的中点．

（I）证明： ;POD PAC^平面 平面

（II）求二面角 B PA C- - 的余弦值．

解：（I）连接OC ，因为OA OC= , D 为的 AC 中点

，所以 AC OD^ .
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又 , , .PO O AC O AC PO^ Ì ^e e底面 底面 所以 因为 ,OD PO是平面 POD 内的两

条相交直线，所以 AC POD^ 平面 。而 AC PACÌ 平面 ，所以 POD PAC^平面 平面

。

（II）在平面 POD 中，过O作OH PD^ 于 H ，由（I）知， POD PAC^平面 平面 ,所

以 ,OH PAC^ 平面 又 ,PA PACÌ 平面 所以 PA OH^ .

在平面 PAO 中，过O作OG PA^ 于G,连接 HG ,则有 PA OGH^ 平面 ，

从而 PA HG^ ，所以 OGHÐ 是二面角 B PA C- - 的平面角．

在
2, sin 45

2
Rt ODA OD OAD = × ° =中

在
2 2

22 102,
51+ 2+

2

PO ODRt POD OH
PO OD

´×
D = = =中

在
2 2

2 1 6,
32+1+

PO OARt POA OG
PO OA

× ´
D = = =中

在

10
155,sin
56

3

OHRt OHG OGH
OG

D Ð = == =中 ,所以
10cos
5

OGHÐ = 。

故二面角 B PA C- - 的余弦值为
10
5

。

20. 

如图6，长方形物体E在雨中沿面P（面积为S）的垂直方向作匀速移动，速度为

( 0)v v > ，雨速沿E移动方向的分速度为 ( )c c RÎ 。E移动时单位时间内的淋雨量

包括两部分：（1）P或P的平行面（只有一个面淋雨）的淋雨量，假设其值与

v c- ×S成正比，比例系数为
1

10
；（2）其它面的淋雨量之和，其值为

1
2
，记 y

为E移动过程中的总淋雨量，当移动距离d=100，面积S= 3
2
时。
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（Ⅰ）写出 y 的表达式

（Ⅱ）设0＜v≤10,0＜c≤5，试根据c的不同取值范围，确定移动速度 v，使总

淋雨量 y 最少。

解析：（I）由题意知，E移动时单位时间内的淋雨量为
3 1| |
20 2

v c- + ，

故
100 3 1 5( | | ) (3 | | 10)

20 2
y v c v c

v v
= - + = - + .

（II）由(I)知，当0 v c< £ 时，
5 5(3 10)(3 3 10) 15cy c v
v v

+
= - + = - ；

当 10c v< £ 时，
5 5(10 3 )(3 3 10) 15cy v c
v v

-
= - + = + .

故

5(3 10) 15,0

5(10 3 ) 15, 10

c v c
vy

c c v
v

+ì - < £ïï= í -ï + < £
ïî

。

(1)当
100
3

c< £ 时， y 是关于 v的减函数.故当 10v = 时， min
320
2
cy = - 。

(2) 

当
10 5
3

c< £ 时，在 (0, ]c 上， y 是关于 v的减函数；在 ( ,10]c 上， y 是关于 v的

增函数；故当 v c= 时， min
50y
c

= 。
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A.(本小题满分13分）

  如图7，椭圆
2 2

1 2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的离心率为
3

2
， x 轴被曲线  

截得的线段长等于 的长半轴长。

（Ⅰ）求 ， 的方程；

（Ⅱ）设 与 y 轴的交点为M，过坐标原点O的直线 l与 相交于点A,B,直线MA,MB分别

与 相交与D,E.

（i）证明：MD ME^ ；

(ii)记△MAB,△MDE的面积分别是 1 2,S S .问：是否存在直线 l ,使得 = ?

请说明理由。

解析：（I）由题意知
3

2
ce
a

= = ，从而 2a b= ，又 2 b a= ，解得 2, 1a b= = 。

故 ， 的方程分别为
2

2 21, 1
4
x y y x+ = = - 。

（II）（i）由题意知，直线 l的斜率存在，设为 k ，则直线 l的方程为 y kx= .

由 2 1
y kx
y x

=ì
í

= -î
得

2 1 0x kx- - = ，

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，则 1 2,x x 是上述方程的两个

实根，于是 1 2 1 2, 1x x k x x+ = = - 。

又点M 的坐标为 (0, 1)- ，所以

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 ( 1)( 1) ( ) 1 1 1
1MA MB

y y kx kx k x x k x x k kk k
x x x x x x
+ + + + + + + - + +

× = × = = = = -
-

2
2 :C y x b= -

1C

1C 2C

2C 2C

1C

2

1

S
S

32
17

1C 2C
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故MA MB^ ，即MD ME^ 。

（ii）设直线的斜率为 1k ，则直线的方程为 1 1y k x= - ，由
1
2

1
1

y k x
y x

= -ì
í

= -î
解得

0
1

x
y

=ì
í = -î

或
1

2
1 1

x k
y k

=ì
í

= -î
，则点的坐标为 2

1 1( , 1)k k -

又直线MB 的斜率为
1

1
k

-  ，同理可得点B的坐标为 2
1 1

1 1( , 1)
k k

- - .

于是
2

2 1
1 1 1 2

1 1 1

11 1 1 1| | | | 1 | | 1 | | .
2 2 2 | |

kS MA MB k k
k k k

+
= × = + × × + × - =

由
1

2 2

1
4 4 0

y k x
x y

= -ì
í

+ - =î
得 2 2

1 1(1 4 ) 8 0k x k x+ - = ，

解得
0

1
x
y

=ì
í = -î

或

1
2

1
2

1
2

1

8
1 4
4 1
1 4

kx
k

ky
k

ì =ï +ï
í

-ï =
ï +î

，则点D的坐标为
2

1 1
2 2

1 1

8 4 1( , )
1 4 1 4

k k
k k

-
+ +

；

又直线的斜率为
1

1
k

- ，同理可得点E 的坐标
2

1 1
2 2

1 1

8 4( , )
4 4

k k
k k

- -
+ +

于是
2

1 1
2 2 2

1 1

32(1 ) | |1 | | | |
2 (1 4 )(4 )

k kS MD ME
k k
+ ×

= × =
+ +

因此 21
1 2

2 1

1 1(4 17)
64

S k
S k

= + +

由题意知， 2
1 2

1

1 1 17(4 17)
64 32

k
k

+ + = 解得 2
1 4k =  或 2

1
1
4

k = 。

又由点 ,A B的坐标可知，

2
1 2

1
1

1
1

1

1
1

1

k
kk k

kk
k

-
= = -

+
，所以

3 .
2

k = ±

故满足条件的直线 l存在，且有两条，其方程分别为
3
2

y x= 和
3
2

y x= - 。
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22.（本小题满分13分）

  已知函数 f ( x ) = 3x ，g ( x )= x + x 。

 （Ⅰ）求函数h ( x )= f ( x )-g ( x )的零点个数，并说明理由；

 

（Ⅱ）设数列 *{ }( )na n NÎ 满足 1 ( 0)a a a= > ， 1( ) ( )n nf a g a+ = ，证明：存在常数

M,使得对于任意的 *n NÎ ，都有 na ≤ M .

解析：（I）由 3( )h x x x x= - - 知， [0, )x Î +¥ ，而 (0) 0h = ，且

(1) 1 0, (2) 6 2 0h h= - < = - > ，则 0x = 为 ( )h x 的一个零点，且 ( )h x 在 1 2（，）内有

零点，因此 ( )h x 至少有两个零点

解法1：
1

2 21'( ) 3 1
2

h x x x
-

= - - ，记
1

2 21( ) 3 1
2

x x xj
-

= - - ，则
3
21'( ) 6

4
x x xj

-
= + 。

当 (0, )x Î +¥ 时， '( ) 0xj > ，因此 ( )xj 在 (0, )+¥ 上单调递增，则 ( )xj 在 (0, )+¥ 内

至多只有一个零点。又因为
3(1) 0, ( ) 0

3
j j> < ，则 ( )xj 在

3( ,1)
3

内有零点，所

以 ( )xj 在 (0, )+¥ 内有且只有一个零点。记此零点为 1x ，则当 1(0, )x xÎ 时，

1( ) '( ) 0x xj j< = ；当 1( , )x xÎ +¥ 时， 1( ) '( ) 0x xj j> = ；

所以，

当 1(0, )x xÎ 时， ( )h x 单调递减，而 (0) 0h = ，则 ( )h x 在 1(0, ]x 内无零点；

当 1( , )x xÎ +¥ 时， ( )h x 单调递增，则 ( )h x 在 1( , )x +¥ 内至多只有一个零点；

从而 ( )h x 在 (0, )+¥ 内至多只有一个零点。综上所述， ( )h x 有且只有两个零点。

解法2：
1

2 2( ) ( 1 )h x x x x
-

= - - ，记
1

2 2( ) 1x x xj
-

= - - ，则
3
21'( ) 2

2
x x xj

-
= + 。

当 (0, )x Î +¥ 时， '( ) 0xj > ，因此 ( )xj 在 (0, )+¥ 上单调递增，则 ( )xj 在 (0, )+¥ 内

至多只有一个零点。因此 ( )h x 在 (0, )+¥ 内也至多只有一个零点，

综上所述， ( )h x 有且只有两个零点。
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（II）记 ( )h x 的正零点为 0x ，即
3

0 0 0x x x= + 。

（1）当 0a x< 时，由 1a a= ，即 1 0a x< .而 3 3
2 1 1 0 0 0a a a x x x= + < + = ，因此 2 0a x<

，由此猜测： 0na x< 。下面用数学归纳法证明：

①当 1n = 时， 1 0a x< 显然成立；

②假设当 ( 1)n k k= ³ 时，有 0ka x< 成立，则当 1n k= + 时，由

3 3
1 0 0 0k k ka a a x x x+ = + < + = 知， 1 0ka x+ < ，因此，当 1n k= + 时， 1 0ka x+ < 成立。

故对任意的
*n NÎ ， 0na x< 成立。

（2）当 0a x³ 时，由（1）知， ( )h x 在 0( , )x +¥ 上单调递增。则 0( ) ( ) 0h a h x³ = ，即

3a a a³ + 。从而
3 3

2 1 1a a a a a a= + = + £ ，即 2a a£ ，由此猜测： na a£ 。下面

用数学归纳法证明：

①当 1n = 时， 1a a£ 显然成立；

②假设当 ( 1)n k k= ³ 时，有 ka a£ 成立，则当 1n k= + 时，由

3 3
1k k ka a a a a a+ = + £ + £ 知， 1ka a+ £ ，因此，当 1n k= + 时， 1ka a+ £ 成立。

故对任意的
*n NÎ ， na a£ 成立。

综上所述，存在常数 0max{ , }M x a= ，使得对于任意的
*n NÎ ，都有 na M£ .


