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2022 年普通高等学校招生全国统一考试（浙江卷）

数学

姓名________               准考证号_________________
本试题卷分选择题和非选择题两部分.全卷共 4 页，选择题部分 1 至 3 页；非选择题部分 3
至 4 页．满分 150 分，考试时间 120 分钟.
考生注意：

1．答题前，请务必将自己的姓名、准考证号用黑色字迹的签字笔或钢笔分别填写在试题卷

和答题纸规定的位置上.
2．答题时，请按照答题纸上“注意事项”的要求，在答题纸相应的位置上规范作答，在本试

题卷上的作答一律无效.

参考公式：

如果事件 A，B 互斥，则                           柱体的体积公式

( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = +                           V Sh=

如果事件 A，B 相互独立，则                       其中 S 表示柱体的底面积，h 表示柱体的高

( ) ( ) ( )P AB P A P B= ×                            锥体的体积公式

若事件 A 在一次试验中发生的概率是 p，则 n 次    
1
3

V Sh=

独立重复试验中事件 A 恰好发生 k 次的概率          其中 S 表示锥体的底面积，h 表示锥体的高

( ) (1 ) ( 0,1,2, , )k k n k
n nP k C p p k n-= - = L             球的表面积公式

台体的体积公式                                    24S Rp=

 1 1 2 2
1
3

V S S S S h= + +                              球的体积公式

其中 1 2,S S 表示台体的上、下底面积，                  34
3

V Rp=

h 表示台体的高                                         其中 R 表示球的半径

选择题部分（共 40 分）

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有

一项是符合题目要求的．

1. 设集合 {1,2}, {2,4,6}A B= = ，则 A BÈ = （    ）

A. {2} B. {1,2} C. {2,4,6} D. {1,2,4,6}

【答案】D

【解析】

【分析】利用并集的定义可得正确的选项.
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【详解】  1,2,4,6A B =U ，

故选：D.

2. 已知 , , 3i ( i)ia b a bÎ + = +R （ i 为虚数单位），则（    ）

A. 1, 3a b= = - B. 1, 3a b= - = C. 1, 3a b= - = - D. 1, 3a b= =

【答案】B

【解析】

【分析】利用复数相等的条件可求 ,a b .

【详解】 3i 1 ia b+ = - + ，而 ,a b为实数，故 1, 3a b= - = ，

故选：B.

3. 若实数 x，y 满足约束条件

2 0,
2 7 0,

2 0,

x
x y

x y

- ³ì
ï + - £í
ï - - £î

则 3 4z x y= + 的最大值是（    ）

A. 20 B. 18 C. 13 D. 6

【答案】B

【解析】

【分析】在平面直角坐标系中画出可行域，平移动直线 3 4z x y= + 后可求最大值.

【详解】不等式组对应的可行域如图所示：

当动直线3 4 0x y z+ - = 过A 时 z 有最大值.

由
2

2 7 0
x

x y
=ì

í + - =î
可得

2
3

x
y

=ì
í =î

，故  2,3A ，

故 max 3 2 4 3 18z = ´ + ´ = ，
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故选：B.

4. 设 x Î R ，则“ sin 1x = ”是“ cos 0x = ”的（    ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

【答案】A

【解析】

【分析】由三角函数的性质结合充分条件、必要条件的定义即可得解.

【详解】因为 2 2sin cos 1x x+ = 可得：

当 sin 1x = 时， cos 0x = ，充分性成立；

当 cos 0x = 时， sin 1x = ± ，必要性不成立；

所以当 x Î R ， sin 1x = 是 cos 0x = 的充分不必要条件.

故选：A.

5. 某几何体的三视图如图所示（单位： cm），则该几何体的体积（单位： 3cm ）是（    ）

A. 22π B. 8π C. 
22 π
3

D. 
16 π
3

【答案】C

【解析】

【分析】根据三视图还原几何体可知，原几何体是一个半球，一个圆柱，一个圆台组合成的几何体，即可

根据球，圆柱，圆台的体积公式求出．

【详解】由三视图可知，该几何体是一个半球，一个圆柱，一个圆台组合成的几何体，球的半径，圆柱的

底面半径，圆台的上底面半径都为1 cm，圆台的下底面半径为 2 cm，所以该几何体的体积

 3 2 2 2 2 21 4 1 22ππ 1 π 1 2 2 π 2 π 1 π 2 π 1
2 3 3 3

V = ´ ´ + ´ ´ + ´ ´ ´ + ´ + ´ ´ ´ = 3cm ．
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故选：C．

6. 为了得到函数 2sin 3y x= 的图象，只要把函数
π2sin 3
5

y xæ ö= +ç ÷
è ø

图象上所有的点（    ）

A. 向左平移
π
5
个单位长度 B. 向右平移

π
5
个单位长度

C. 向左平移
π

15
个单位长度 D. 向右平移

π
15

个单位长度

【答案】D

【解析】

【分析】根据三角函数图象的变换法则即可求出．

【详解】因为
π π2sin 3 2sin 3

15 5
y x xé ùæ ö= = - +ç ÷ê úè øë û

，所以把函数
π2sin 3
5

y xæ ö= +ç ÷
è ø

图象上的所有点向右

平移
π

15
个单位长度即可得到函数 2sin 3y x= 的图象．

故选：D.

7. 已知 82 5,log 3a b= = ，则 34a b- = （    ）

A. 25 B. 5 C. 
25
9

D. 
5
3

【答案】C

【解析】

【分析】根据指数式与对数式的互化，幂的运算性质以及对数的运算性质即可解出．

【详解】因为2 5a = ， 8 2
1log 3 log 3
3

b = = ，即 32 3b = ，所以
 
 

2
2

3
23 23

24 5 254
4 3 92

aa
a b

b b

- = = = = ．

故选：C.
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8. 如图，已知正三棱柱 1 1 1 1,ABC A B C AC AA- = ，E，F 分别是棱 1 1,BC AC 上的点．记 EF 与 1AA 所成

的角为a ， EF 与平面 ABC 所成的角为b ，二面角 F BC A- - 的平面角为g ，则（    ）

A. a b g£ £ B. b a g£ £ C. b g a£ £ D. a g b£ £

【答案】A

【解析】

【分析】先用几何法表示出a b g， ， ，再根据边长关系即可比较大小．

【详解】如图所示，过点 F 作 FP AC^ 于 P ，过 P 作 PM BC^ 于M ，连接 PE ，

则 EFPa = Ð ， FEPb = Ð ， FMPg = ，

tan 1PE PE
FP AB

a = = £ ， tan 1FP AB
PE PE

b = = ³ ， tan tanFP FP
PM PE

g b= ³ = ，

所以a b g£ £ ，

故选：A．

9. 已知 ,a b Î R ，若对任意 , | | | 4 | | 2 5 | 0x a x b x xÎ - + - - - ³R ，则（    ）

A  1, 3a b£ ³ B. 1, 3a b£ £ C. 1, 3a b³ ³ D. 1, 3a b³ £

【答案】D

.
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【解析】

【分析】将问题转换为 | | | 2 5 | | 4 |a x b x x- ³ - - - ，再结合画图求解．

【详解】由题意有：对任意的 x Î R ，有 | | | 2 5 | | 4 |a x b x x- ³ - - - 恒成立．

设   | |f x a x b= - ，  

51 ,
2

52 5 4 3 9, 4
2

1, 4

x x

g x x x x x

x x

ì - £ï
ï
ï= - - - = - < <í
ï

- ³ï
ïî

，

即  f x 的图象恒在  g x 的上方（可重合），如下图所示：

由图可知， 3a ³ ，1 3b£ £ ，或1 3a£ < ，
31 4 3b
a

£ £ - £ ，

故选：D．

10. 已知数列 na 满足  2
1 1

11,
3n n na a a a n *

+= = - Î N ，则（    ）

A. 100
52 100
2

a< < B. 100
5 100 3
2

a< < C. 100
73 100
2

a< < D. 100
7 100 4
2

a< <

【答案】B

【解析】

【分析】先通过递推关系式确定 na 除去 1a ，其他项都在( )0,1 范围内，再利用递推公式变形得到
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1

1 1 1 1
3 3n n na a a+

- = >
-

，累加可求出
1 1 ( 2)

3n

n
a

> + ，得出 100100 3a < ，再利用

1

1 1 1 1 1 1133 3 13
2

n n na a a n
n

+

æ ö- = < = +ç ÷- +è ø-
+

，累加可求出  1 1 1 1 1 11 1
3 3 2 3n

n
a n

æ ö- < - + + + +ç ÷
è ø

L ，再次

放缩可得出 100
5100
2

a > ．

【详解】∵ 1 1a = ，易得  2
2 0,1
3

a = Î ，依次类推可得  0,1na Î

由题意， 1
11
3n n na a a+

æ ö= -ç ÷
è ø

，即  1

1 3 1 1
3 3n n n n na a a a a+

= = +
- - ，

∴
1

1 1 1 1
3 3n n na a a+

- = >
-

，

即
2 1

1 1 1
3a a

- > ，
3 2

1 1 1
3a a

- > ，
4 3

1 1 1
3a a

- > ，…，
1

1 1 1 , ( 2)
3n n

n
a a -

- > ³ ，

累加可得  1 11 1
3n

n
a

- > - ，即
1 1 ( 2), ( 2)

3n

n n
a

> + ³ ，

∴  3 , 2
2na n

n
< ³

+
，即 100

1
34

a < ， 100
100100 3
34

a < < ,

又
1

1 1 1 1 1 11 , ( 2)33 3 13
2

n n n

n
a a a n

n
+

æ ö- = < = + ³ç ÷- +è ø-
+

，

∴
2 1

1 1 1 11
3 2a a

æ ö- = +ç ÷
è ø

，
3 2

1 1 1 11
3 3a a

æ ö- < +ç ÷
è ø

，
4 3

1 1 1 11
3 4a a

æ ö- < +ç ÷
è ø

，…，

1

1 1 1 11 , ( 3)
3n n

n
a a n-

æ ö- < + ³ç ÷
è ø

，

累加可得  1 1 1 1 1 11 1 , ( 3)
3 3 2 3n

n n
a n

æ ö- < - + + + + ³ç ÷
è ø

L ，

∴
100

1 1 1 1 1 1 1 11 33 33 4 94 39
3 2 3 99 3 2 6a

æ ö æ ö- < + + + + < + ´ + ´ <ç ÷ ç ÷
è ø è ø

L ，

即
100

1 40
a

< ，∴ 100
1
40

a > ，即 100
5100
2

a > ；

综上： 100
5 100 3
2

a< < ．
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故选：B．

【点睛】关键点点睛：解决本题的关键是利用递推关系进行合理变形放缩.

非选择题部分（共 110 分）

二、填空题：本大题共 7 小题，单空题每题 4 分，多空题每空 3 分，共 36 分．

11. 我国南宋著名数学家秦九韶，发现了从三角形三边求面积的公式，他把这种方法称为“三斜求积”，它

填补了我国传统数学的一个空白．如果把这个方法写成公式，就是

22 2 2
2 21

4 2
c a bS c a

é ùæ ö+ -
= -ê úç ÷

ê úè øë û
，其

中 a，b，c 是三角形的三边，S 是三角形的面积．设某三角形的三边 2, 3, 2a b c= = = ，则该三角形的

面积 S = ___________．

【答案】
23
4

.

【解析】

【分析】根据题中所给的公式代值解出．

【详解】因为

22 2 2
2 21

4 2
c a bS c a

é ùæ ö+ -
= -ê úç ÷

ê úè øë û
，所以

24 2 31 23
4 2 4

4 2S
é ù+ -æ ö= - =ê úç ÷

è øê úë û
´ ．

故答案为：
23
4

.

12. 已知多项式
4 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5( 2)( 1)x x a a x a x a x a x a x+ - = + + + + + ，则 2a = __________，

1 2 3 4 5a a a a a+ + + + = ___________．

【答案】    ①. 8     ②. 2-

【解析】

【分析】第一空利用二项式定理直接求解即可，第二空赋值去求，令 0x = 求出 0a ，再令 1x = 即可得出答

案．

【详解】含 2x 项为：    3 23 2 2 2 2 2
4 4C 1 2 C 1 4 12 8x x x x x x× × × - + × × × - = - + = ，故 2 8a = ；

令 0x = ，即 02 a= ，

令 1x = ，即 0 1 2 3 4 50 a a a a a a= + + + + + ，

∴ 1 2 3 4 5 2a a a a a+ + + + = - ，

的
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故答案为：8； 2- ．

13. 若3sin sin 10,
2
pa b a b- = + = ，则 sina = __________， cos 2b = _________．

【答案】    ①. 3 10
10

    ②. 
4
5

【解析】

【分析】先通过诱导公式变形，得到a 的同角等式关系，再利用辅助角公式化简成正弦型函数方程，可求

出a ，接下来再求b ．

【详解】
2
pa b+ = ，∴ sin cosb a= ，即3sin cos 10a a- = ，

即
3 10 1010 sin cos 10

10 10
a a

æ ö
- =ç ÷ç ÷

è ø
，令

10sin
10

q = ，
3 10cos

10
q = ，

则  10 sin 10a q- = ，∴ 2
2

k k Zpa q p- = + Î， ，即 2
2

kpa q p= + + ，

∴
3 10sin sin 2 cos

2 10
kpa q p qæ ö= + + = =ç ÷

è ø
 ，

则
2 2 4cos 2 2cos 1 2sin 1

5
b b a= - = - = ．

故答案为：
3 10

10
；

4
5
．

14. 已知函数  
2 2, 1,
1 1, 1,

x x
f x

x x
x

ì - + £
ï= í

+ - >ïî

则
1
2

f fæ öæ ö =ç ÷ç ÷è øè ø
________；若当 [ , ]x a bÎ 时，1 ( ) 3f x£ £ ，则

b a- 的最大值是_________．

【答案】    ①. 
37
28

    ②. 3 3+ ## 3+3

【解析】

【分析】结合分段函数的解析式求函数值，由条件求出 a 的最小值, b 的最大值即可.

【详解】由已知

21 1 7( ) 2
2 2 4

f æ ö= - + =ç ÷
è ø

，
7 7 4 37( ) 1
4 4 7 28

f = + - = ，

所以
1 37( )
2 28

f fé ù =ê úë û
，

当 1x £ 时，由1 ( ) 3f x£ £ 可得 21 2 3x£ - + £ ，所以 1 1x- £ £ ，
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当 1x > 时，由1 ( ) 3f x£ £ 可得
11 1 3x
x

£ + - £ ，所以1 2 3x< £ + ，

1 ( ) 3f x£ £ 等价于 1 2 3x- £ £ + ，所以[ , ] [ 1, 2 3]a b Í - + ，

所以b a- 的最大值为3 3+ .

故答案为：
37
28

，3 3+ .

15. 现有 7 张卡片，分别写上数字 1，2，2，3，4，5，6．从这 7 张卡片中随机抽取 3 张，记所抽取卡片

上数字的最小值为x ，则 ( 2)P x = = __________， ( )E x = _________．

【答案】    ①. 
16
35

，    ②. 
12
7

##
51
7

【解析】

【分析】利用古典概型概率公式求 ( 2)P x = ，由条件求x 分布列，再由期望公式求其期望.

【详解】从写有数字 1,2,2,3,4,5,6 的 7 张卡片中任取 3 张共有
3
7C 种取法，其中所抽取的卡片上的数字的最

小值为 2 的取法有
1 1 2
4 2 4C C C+ 种，所以

1 1 2
4 2 4

3
7

C C C 16( 2)
C 35

P x +
= = = ，

由已知可得x 的取值有 1，2，3，4，

2
6
3
7

C 15( 1)
C 35

P x = = = ，
16( 2)
35

P x = = ，

，    
2
3
3 3
7 7

C 3 1 13 4
C 35 C 35

P Px x= = = = = =，

    所以
15 16 3 1 12( ) 1 2 3 4
35 35 35 35 7

E x = ´ + ´ + ´ + ´ = ,

故答案为：
16
35

，
12
7

.

16. 已知双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

- = > > 的左焦点为 F，过 F 且斜率为
4
b
a
的直线交双曲线于点  1 1,A x y ，

交双曲线的渐近线于点  2 2,B x y 且 1 20x x< < ．若 | | 3 | |FB FA= ，则双曲线的离心率是_________．

【答案】
3 6

4

【解析】

【分析】联立直线 AB 和渐近线 2 : bl y x
a

= 方程，可求出点 B ，再根据 | | 3 | |FB FA= 可求得点A ，最后



第11 页 | 共22 页  

根据点A 在双曲线上，即可解出离心率．

【详解】过 F 且斜率为
4
b
a
的直线 : ( )

4
bAB y x c
a

= + ，渐近线 2 : bl y x
a

= ，

联立

( )
4
by x c
a

by x
a

ì = +ïï
í
ï =
ïî

，得 ,
3 3
c bcB

a
æ ö
ç ÷
è ø

，由 | | 3 | |FB FA= ，得
5 , ,
9 9
c bcA

a
æ ö-ç ÷
è ø

而点A 在双曲线上，于是
2 2 2

2 2 2

25 1
81 81

c b c
a a b

- = ，解得：
2

2

81
24

c
a

= ，所以离心率
3 6e

4
= .

故答案为：
3 6

4
．

17. 设点 P 在单位圆的内接正八边形 1 2 8A A AL 的边 1 2A A 上，则
2 2 2
1 82PA PA PA+ + +

uuur uu
L

ur uuur
的取值范围是

_______．

【答案】[12 2 2,16]+

【解析】

【分析】根据正八边形的结构特征，分别以圆心为原点， 37A A 所在直线为 x 轴， 5 1A A 所在直线为 y 轴建

立平面直角坐标系，即可求出各顶点的坐标，设 ( , )P x y ，再根据平面向量模的坐标计算公式即可得到

 2 2 2 2 2
1 2 8 8 8PA PA PA x y+ + + = + +

uuur uuur uuur
L ，然后利用 cos 22.5 | | 1OP£ £o

即可解出．

【详解】以圆心为原点， 37A A 所在直线为 x 轴， 5 1A A 所在直线为 y 轴建立平面直角坐标系，如图所示：
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则 1 3 4 5 72 6
2 2 2 2 2 2(0,1), , , (1,0), , , (0, 1), , , ( 1,0)

2 2 2 2 2 2
A AA AA A A

æ ö æ ö æ ö
- - - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø
,

8
2 2,

2 2
A

æ ö
-ç ÷ç ÷

è ø
，设 ( , )P x y ,于是  2 2 2 2 2

1 2 8 8 8PA PA PA x y+ + + = + +
uuur uuur uuur

L ，

因为 cos 22.5 | | 1OP£ £o
，所以 2 21 cos 45 1

2
x y+

£ + £
o

，故
2 2 2
1 2 8PA PA PA+ + +

uuur uuur uuur
L 的取值范围是

[12 2 2,16]+ .

故答案为：[12 2 2,16]+ ．

三、解答题：本大题共 5 小题，共 74 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

18. 在 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c．已知
34 5 ,cos
5

a c C= = ．

（1）求 sin A 的值；

（2）若 11b = ，求 ABCV 的面积．

【答案】（1） 5
5

；    

（2） 22 ．

【解析】

【分析】（1）先由平方关系求出 sin C ，再根据正弦定理即可解出；

（2）根据余弦定理的推论
2 2 2

cos
2

a b cC
ab

+ -
= 以及 4 5a c= 可解出 a ，即可由三角形面积公式

in1
2

sS ab C= 求出面积．

【小问 1 详解】
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由于
3cos
5

C = ， 0 πC< < ，则
4sin
5

C = ．因为 4 5a c= ，

由正弦定理知 4sin 5 sinA C= ，则
5 5sin sin

4 5
A C= = ．

【小问 2 详解】

因为 4 5a c= ，由余弦定理，得

2
2 2

2 2 2
16121 11 35 5cos

2 22 2 5

aa aa b cC
ab a a

+ - -+ -
= = = = ，

即 2 6 55 0a a+ - = ，解得 5a = ，而
4sin
5

C = ， 11b = ，

所以 ABCV 的面积
1 1 4sin 5 11 22
2 2 5

S ab C= = ´ ´ ´ = ．

19. 如图，已知 ABCD和CDEF 都是直角梯形， / /AB DC ， / /DC EF ， 5AB = ， 3DC = ，

1EF = ， 60BAD CDEÐ = Ð = °，二面角 F DC B- - 的平面角为60°．设 M，N 分别为 ,AE BC 的中

点．

（1）证明： FN AD^ ；

（2）求直线 BM 与平面 ADE 所成角的正弦值．

【答案】（1）证明见解析；    

（2） 5 7
14

．

【解析】

【分析】（1）过点 E 、D分别做直线 DC 、 AB 的垂线 EG 、 DH 并分别交于点G 、 H ，由平面知识易

得 FC BC= ，再根据二面角的定义可知， 60BCFÐ = o ，由此可知， FN BC^ ， FN CD^ ，从而可

证得 FN ^平面 ABCD，即得 FN AD^ ；

（2）由（1）可知 FN ^平面 ABCD，过点 N 做 AB 平行线 NK ，所以可以以点 N 为原点， NK ，

NB 、 NF 所在直线分别为 x 轴、 y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系 N xyz- ，求出平面 ADE 的一个法向

量，以及 BM
uuuur

，即可利用线面角的向量公式解出．
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【小问 1 详解】

过点 E 、D分别做直线 DC 、 AB 的垂线 EG 、 DH 并分别交于点交于点G 、 H ．

∵四边形 ABCD和 EFCD 都是直角梯形， / / , / / , 5, 3, 1AB DC CD EF AB DC EF= = = ，

60BAD CDEÐ = Ð = °，由平面几何知识易知，

2, 90DG AH EFC DCF DCB ABC= = Ð = Ð = Ð = Ð = ° ，则四边形 EFCG 和四边形 DCBH 是矩形，

∴在 Rt EGDV 和 Rt DHAV ， 2 3EG DH= = ，

∵ ,DC CF DC CB^ ^ ，且CF CB CÇ = ，

∴ DC ^平面 ,BCF BCFÐ 是二面角 F DC B- - 的平面角，则 60BCFÐ = o ，

∴ BCF△ 是正三角形，由 DC Ì 平面 ABCD，得平面 ABCD ^平面 BCF ，

∵ N 是 BC 的中点，\ FN BC^ ，又 DC ^平面 BCF ， FN Ì 平面 BCF ，可得 FN CD^ ，而

BC CD CÇ = ，∴ FN ^平面 ABCD，而 AD Ì平面 ABCD FN AD\ ^ ．

【小问 2 详解】

因为 FN ^平面 ABCD，过点 N 做 AB 平行线 NK ，所以以点 N 为原点， NK ， NB 、 NF 所在直线

分别为 x 轴、 y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系 N xyz- ，

设 (5, 3,0), (0, 3,0), (3, 3,0), (1,0,3)A B D E- ，则
3 33, ,

2 2
M

æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

，

3 33, , , ( 2, 2 3,0), ( 2, 3,3)
2 2

BM AD DE
æ ö

\ = - = - - = -ç ÷ç ÷
è ø

uuuur uuur uuur

设平面 ADE 的法向量为 ( , , )n x y z=
r

由
0
0

n AD
n DE

ì × =
í

× =î

uuuvr
uuuvr ，得

2 2 3 0

2 3 3 0

x y

x y z

ì- - =ï
í

- + + =ïî
，取 ( 3, 1, 3)n = -

r
，

设直线 BM 与平面 ADE 所成角为q ，

∴

3 3 33 3
2 2| | 5 3 5 7sin cos ,

14| | | 3 9 7 2 33 1 3 9
4 4

n BMn BM
n BM

q
+ +

×
= á ñ = = = =

× ×
+ + × + +

uuuurruuuurr uuuurr ．
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20. 已知等差数列 na 的首项 1 1a = - ，公差 1d > ．记 na 的前 n 项和为  nS n *Î N ．

（1）若 4 2 32 6 0S a a- + = ，求 nS ；

（2）若对于每个 n *Î N ，存在实数 nc ，使 1 2, 4 , 15n n n n n na c a c a c+ ++ + + 成等比数列，求 d 取值范围．

【答案】（1）
23 5 ( N )
2n

n nS n *-
= Î     

（2）1 2d< £

【解析】

【分析】（1）利用等差数列通项公式及前 n 项和公式化简条件，求出d ，再求 nS ；

(2)由等比数列定义列方程，结合一元二次方程有解的条件求d 的范围.

【小问 1 详解】

因为 4 2 3 12 6 0 1S a a a- + = = -， ，

所以   4 6 2 1 1 2 6 0d d d- + - - + - + + = ，

所以 2 3 0d d- = ，又 1d > ，

所以 3d = ，

所以 3 4na n= - ，

所以
  2

1 3 5
2 2

n
n

a a n n nS
+ -

= = ，

【小问 2 详解】

因为 n na c+ ， 1 4n na c+ + ， 2 15n na c+ + 成等比数列，

所以     2
1 24 15n n n n n na c a c a c+ ++ = + + ，

的
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    21 4 1 1 15n n nnd c nd d c nd d c- + = - + - + - + + + ，

2 2(14 8 8) 0n nc d nd c d+ - + + = ，

由已知方程
2 2(14 8 8) 0n nc d nd c d+ - + + = 的判别式大于等于 0，

所以  2 214 8 8 4 0d nd dD = - + - ³ ，

所以   16 8 8 12 8 8 0d nd d nd- + - + ³ 对于任意的 n *Î N 恒成立，

所以    2 1 2 3 2 0n d n d- - - - ³é ù é ùë û ë û 对于任意的 n *Î N 恒成立，

当 1n = 时，       2 1 2 3 2 1 2 0n d n d d d- - - - = + + ³é ù é ùë û ë û ，

当 2n = 时，由   2 2 1 4 3 2 0d d d d- - - - ³ ，可得 2£d

当 3n ³ 时，    2 1 2 3 2 ( 3)(2 5) 0n d n d n n- - - - > - - ³é ù é ùë û ë û ，

又 1d >

所以1 2d< £

21. 如图，已知椭圆
2

2 1
12
x y+ = ．设 A，B 是椭圆上异于 (0,1)P 的两点，且点 0,

2
1Q æ ö

ç ÷
è ø

在线段 AB 上，直

线 ,PA PB 分别交直线
1 3
2

y x= - + 于 C，D 两点．

（1）求点 P 到椭圆上点的距离的最大值；

（2）求 | |CD 的最小值．

【答案】（1）12 11
11

；    

（2） 6 5
5

．

【解析】

【分析】（1）设 (2 3 cos ,sin )Q q q 是椭圆上任意一点,再根据两点间的距离公式求出 2| |PQ ，再根据二
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次函数的性质即可求出；

（2）设直线
1

:
2

AB y kx= + 与椭圆方程联立可得 1 2 1 2,x x x x+ ，再将直线
1 3
2

y x= - + 方程与

PA PB、 的方程分别联立，可解得点 ,C D 的坐标，再根据两点间的距离公式求出 CD ，最后代入化简可

得

23 5 16 1
2 3 1

kCD
k

+
= ×

+
，由柯西不等式即可求出最小值．

【小问 1 详解】

设 (2 3 cos ,sin )Q q q 是椭圆上任意一点, (0,1)P ,则

    
2

2 2 2 2 1 144 144| | 12cos (1 sin ) 13 11sin 2sin 11 sin
11 11 11

PQ q q q q qæ ö= + - = - - = - + £
ø

+ç ÷
è

，当且仅当

1sin
11

q = - 时取等号，故 | |PQ 的最大值是
12 11

11
.

【小问 2 详解】

设直线
1

:
2

AB y kx= + ,直线 AB 方程与椭圆
2

2 1
12
x y+ = 联立,可得

2 21 3 0
12 4

k x kxæ ö+ + - =ç ÷
è ø

,设

   1 1 2 2, , ,A x y B x y ，所以

1 2
2

1 2
2

1
12

3
14

12

kx x
k

x x
k

ì + = -ï
+ï

ï
í
ï = -

æ öï +ç ÷ï è øî

，

因为直线
1

1

1: 1yPA y x
x
-

= + 与直线
1 3
2

y x= - + 交于C ,

则
1 1

1 1 1

4 4
2 2 (2 1) 1C
x xx

x y k x
= =

+ - + -
,同理可得,

2 2

2 2 2

4 4
2 2 (2 1) 1D
x xx

x y k x
= =

+ - + -
.则

1 2

1 2

4 41 5| | 1
4 2 (2 1) 1 (2 1) 1C D

x xCD x x
k x k x

= + - = -
+ - + -

    
1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

2 5 2 5
(2 1) 1 (2 1) 1 (2 1) (2 1) 1

x x x x
k x k x k x x k x x

- -
= =

+ - + - + - + + +

2
2

2
39 4 1 116 1 1 43 5 16 1 6 5 6 5 6 516

2 3 1 5 3 1 5 3 1 5

kkk
k k k

æ ö´ + ´+ + ç ÷+ è ø= × = × ³ ´ =
+ + +

，
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当且仅当
3

16
k = 时取等号，故 CD 的最小值为

6 5
5

.

【点睛】本题主要考查最值 计算，第一问利用椭圆的参数方程以及二次函数的性质较好解决，第二问思

路简单，运算量较大，求最值的过程中还使用到柯西不等式求最值，对学生的综合能力要求较高，属于较

难题．

22. 设函数
e( ) ln ( 0)

2
f x x x

x
= + > ．

（1）求 ( )f x 的单调区间；

（2）已知 ,a b Î R ，曲线 ( )y f x= 上不同 三点         1 1 2 2 3 3, , , , ,x f x x f x x f x 处的切线都经过点

( , )a b ．证明：

（ⅰ）若 ea > ，则
10 ( ) 1
2 e

ab f a æ ö< - < -ç ÷
è ø

；

（ⅱ）若 1 2 30 e,a x x x< < < < ，则 2 2
1 3

2 e 1 1 2 e
e 6e 6e

a a
x x a

- -
+ < + < - ．

（注： e 2.71828= L是自然对数的底数）

【答案】（1）  f x 的减区间为
e0
2

æ ö
ç ÷
è ø

, ，增区间为
e ,
2

æ ö+¥ç ÷
è ø

.    

（2）（ⅰ）见解析；（ⅱ）见解析.

【解析】

【分析】（1）求出函数的导数，讨论其符号后可得函数的单调性.

（2）（ⅰ）由题设构造关于切点横坐标的方程，根据方程有 3 个不同的解可证明不等式成立，（ⅱ） 

3

1

xk
x

= ， 1
e
am = < ，则题设不等式可转化为

  
 

2

1 3
1 3

13 1222
36

m m m
t t

m m t t
- - +

+ - - <
+

，结合零点满足的方

程进一步转化为
   

 

21 13 12
ln 0

72 1
m m m m

m
m

- - - +
+ <

+
，利用导数可证该不等式成立.

【小问 1 详解】

  2 2

e 1 2 e
2 2

xf x
x x x

-¢ = - + = ，

当
e0
2

x< < ， ( ) 0f x¢ < ；当
e
2

x > ， ( ) 0f x¢ > ，

故  f x 的减区间为
e0
2

æ ö
ç ÷
è ø

, ，  f x 的增区间为
e ,
2

æ ö+¥ç ÷
è ø

.

的

的
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【小问 2 详解】

（ⅰ）因为过  ,a b 有三条不同的切线，设切点为   , , 1, 2,3i ix f x i = ，

故     i i if x b f x x a¢- = - ，

故方程     f x b f x x a¢- = - 有 3 个不同的根，

该方程可整理为  2

1 e e ln 0
2 2

x a x b
x x x

æ ö- - - - + =ç ÷
è ø

，

设    2

1 e e ln
2 2

g x x a x b
x x x

æ ö= - - - - +ç ÷
è ø

，

则    2 2 3 2

1 e 1 e 1 e
2 2

g x x a
x x x x x x

æ ö¢ = - + - + - - +ç ÷
è ø

  3

1 ex x a
x

= - - - ，

当0 ex< < 或 x a> 时， ( ) 0g x¢ < ；当 e x a< < 时， ( ) 0g x¢ > ，

故  g x 在    0,e , ,a +¥ 上为减函数，在  e, a 上为增函数，

因为  g x 有 3 个不同的零点，故  e 0g < 且   0>g a ，

故  2

1 e ee ln e 0
e 2e 2e

a bæ ö- - - - + <ç ÷
è ø

且  2

1 e e ln 0
2 2

a a a b
a a a

æ ö- - - - + >ç ÷
è ø

，

整理得到： 1
2e
ab < + 且  e ln

2
b a f a

a
> + = ，

此时   1 e 1 3 e1 1 ln ln
2 e 2e 2 2e 2 2 2

a a ab f a a a
a a

æ ö æ ö- - - < + - + - + = - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

设   3 e ln
2 2

u a a
a

= - - ，则   2

e-2 0
2

au a
a

¢ = < ，

故  u a 为  e, +¥ 上的减函数，故   3 e ln e 0
2 2e

u a < - - = ，

故   10 1
2 e

ab f a æ ö< - < -ç ÷
è ø

.

（ⅱ）当0 ea< < 时，同（ⅰ）中讨论可得：

故  g x 在    0, , e,a +¥ 上为减函数，在  , ea 上为增函数，

不妨设 1 2 3x x x< < ，则 1 2 30 ex a x x< < < < < ，
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因为  g x 有 3 个不同的零点，故   0g a < 且  e 0g > ，

故  2

1 e ee ln e 0
e 2e 2e

a bæ ö- - - - + >ç ÷
è ø

且  2

1 e e ln 0
2 2

a a a b
a a a

æ ö- - - - + <ç ÷
è ø

，

整理得到： 1 ln
2e 2e
a ab a+ < < + ，

因为 1 2 3x x x< < ，故 1 2 30 ex a x x< < < < < ，

又   2

e e1 ln
2

a ag x x b
x x
+

= - + - + ，

设
et
x

= ，  0,1
e
a m= Î ，则方程 2

e e1 ln 0
2

a a x b
x x
+

- + - + = 即为：

2e ln 0
e 2e

a at t t b+
- + + + = 即为   21 ln 0

2
mm t t t b- + + + + = ，

记 1 2 3
1 2 3

e e e, , ,t t t
x x x

= = =

则 1 1 3, ,t t t 为   21 ln 0
2
mm t t t b- + + + + = 有三个不同的根，

设
31

3 1

e 1xtk
t x a

= = > > ， 1
e
am = < ，

要证： 2 2
1 2

2 e 1 1 2 e
e 6e 6e

a a
x x a

- -
+ < + < - ，即证 1 3

e 2e e2
6e 6e

a at t
a

- -
+ < + < - ，

即证： 1 3
13 2 1

6 6
m mt t

m
- -

< + < - ，

即证： 1 3 1 3
13 2 1 0

6 6
m mt t t t

m
- -æ öæ ö+ - + - + <ç ÷ç ÷

è øè ø
，

即证：
  

 

2

1 3
1 3

13 1222
36

m m m
t t

m m t t
- - +

+ - - <
+

，

而   2
1 1 11 ln 0

2
mm t t t b- + + + + = 且   2

3 3 31 ln 0
2
mm t t t b- + + + + = ，

故     2 2
1 3 1 3 1 3ln ln 1 0

2
mt t t t m t t- + - - + - = ，

故
1 3

1 3
1 3

ln ln2 22 t tt t
m m t t

-
+ - - = - ´

-
，

故即证：
  

 

2
1 3

1 3 1 3

13 12ln ln2
36

m m mt t
m t t m t t

- - +-
- ´ <

- +
，
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即证：
    

1
21 3

3

1 3

ln 13 12
0

72

tt t m m mt
t t

+ - - +
+ >

-

即证：
    213 121 ln

0
1 72

m m mk k
k

- - ++
+ >

-
，

记    1 ln
, 1

1
k k

k k
k

j
+

= >
-

，则  
 2

1 1 2ln 0
1

k k k
kk

j æ ö¢ = - - >ç ÷
è ø-

，

设   1 2lnu k k k
k

= - - ，则   2

1 2 2 21 0u k
k k k k

¢ = + - > - = 即   0kj¢ > ，

故  kj 在  1, +¥ 上为增函数，故    k mj j> ，

所以
         2 213 12 13 121 ln 1 ln

1 72 1 72
m m m m m mk k m m

k m
- - + - - ++ +

+ > +
- -

，

记  
   

 

21 13 12
ln ,0 1

72 1
m m m m

m m m
m

w
- - - +

= + < <
+

，

则  
   

 
   

 

2 23 2 3

2 2

1 3 20 49 72 1 3 3
0

72 1 72 1

m m m m m m
m

m m m m
w

- - - + - +
¢ = > >

+ +
，

所以  mw 在( )0,1 为增函数，故    1 0mw w< = ，

故
   

 

21 13 12
ln 0

72 1
m m m m

m
m

- - - +
+ <

+
即

    213 121 ln
0

1 72
m m mm m

m
- - ++

+ >
-

，

故原不等式得证：

【点睛】思路点睛：导数背景下的切线条数问题，一般转化为关于切点方程的解的个数问题，而复杂方程

的零点性质的讨论，应该根据零点的性质合理转化需求证的不等式，常用的方法有比值代换等.
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