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绝密★启用前

试卷类型：A

2023 年普通高等学校招生全国统一考试

新课标Ⅰ卷数学

本试卷共 4 页，22 小题，满分 150 分.考试用时 120 分钟.

注意事项：

1．答题前，考生务必用黑色字迹钢笔或签字笔将自己的姓名、考生号、考场号和座位号填写

在答题卡上。用 2B 铅笔将试卷类型（A）填涂在答题卡相应位置上.将条形码横贴在答题卡右

上角“条形码粘贴处”.

2．作答选择题时，选出每小题答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目选项的答案信息点涂

黑；如需改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案，答案不能答在试卷上.

3．非选择题必须用黑色字迹钢笔或签字笔作答，答案必须写在答题卡各题目指定区域内相应

位置上；如需改动，先划掉原来的答案，然后再写上新的答案；不准使用铅笔和涂改液.不按

以上要求作答的答案无效.

4．考生必须保持答题卡的整洁.考试结束后，将试卷和答题卡一并交回.

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是

符合题目要求的.

1. 已知集合
 2, 1,0,1,2M = - -

，
 2 6 0N x x x= - - ³

，则M NÇ = （    ）

A.  2, 1,0,1- - B.  0,1, 2 C.  2- D. 2

【答案】C

【解析】

【分析】方法一：由一元二次不等式的解法求出集合 N ，即可根据交集的运算解出．

方法二：将集合M 中的元素逐个代入不等式验证，即可解出．

【详解】方法一：因为      2 6 0 , 2 3,N x x x ¥ ¥= - - ³ = - - È + ，而  2, 1,0,1,2M = - - ，

所以M NÇ =  2- ．

故选：C．

方法二：因为  2, 1,0,1, 2M = - - ，将 2, 1,0,1,2- - 代入不等式 2 6 0x x- - ³ ，只有 2- 使不等式成立，
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所以M NÇ =  2- ．

故选：C．

2. 已知
1 i

2 2i
z -

=
+

，则 z z- =（    ）

A. i- B. i C. 0 D. 1

【答案】A

【解析】

【分析】根据复数的除法运算求出 z ，再由共轭复数的概念得到 z ，从而解出．

【详解】因为
  
  
1 i 1 i1 i 2i 1 i

2 2i 2 1 i 1 i 4 2
z

- -- -
= = = = -

+ + -
，所以

1 i
2

z = ，即 iz z- = - ．

故选：A．

3. 已知向量    1,1 , 1, 1a b= = -
r r

，若    a b a bl m+ ^ +
r r r r

，则（    ）

A. 1l m+ = B. 1l m+ = -

C. 1lm = D. 1lm = -

【答案】D

【解析】

【分析】根据向量的坐标运算求出 a bl+
r r

， a bm+
r r

，再根据向量垂直的坐标表示即可求出．

【详解】因为    1,1 , 1, 1a b= = -
r r

，所以  1 ,1a bl l l+ = + -
r r

，  1 ,1a bm m m+ = + -
r r

，

由    a b a bl m+ ^ +
r r r r

可得，     0a b a bl m+ × + =
r r r r

，

即      1 1 1 1 0l m l m+ + + - - = ，整理得： 1lm = - ．

故选：D．

4. 设函数    2x x af x -= 在区间  0,1 上单调递减，则 a的取值范围是（    ）

A.  , 2-¥ - B.  2,0-

C.  0,2 D.  2, +¥

【答案】D

【解析】

【分析】利用指数型复合函数单调性，判断列式计算作答.
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【详解】函数 2xy = 在 R 上单调递增，而函数    2x x af x -= 在区间  0,1 上单调递减，

则有函数
2

2( ) ( )
2 4
a ay x x a x= - = - - 在区间  0,1 上单调递减，因此 1

2
a

³ ，解得 2a ³ ，

所以 a的取值范围是 2, +¥ .

故选：D

5. 设椭圆
2 2

2 2
1 22: 1( 1), : 1

4
x xC y a C y
a

+ = > + = 的离心率分别为 1 2,e e ．若 2 13e e= ，则 =a （    ）

A. 2 3
3

B. 2 C. 3 D. 6

【答案】A

【解析】

【分析】根据给定的椭圆方程，结合离心率的意义列式计算作答.

【详解】由 2 13e e= ，得
2 2
2 13e e= ，因此

2

2

4 1 13
4

a
a

- -
= ´ ，而 1a > ，所以

2 3
3

a = .

故选：A

6. 过点  0, 2- 与圆 2 2 4 1 0x y x+ - - = 相切的两条直线的夹角为a ，则 sina = （    ）

A. 1 B. 15
4

C. 10
4

D. 6
4

【答案】B

【解析】

【分析】方法一：根据切线的性质求切线长，结合倍角公式运算求解；方法二：根据切线的性质求切线长，

结合余弦定理运算求解；方法三：根据切线结合点到直线的距离公式可得 2 8 1 0k k+ + = ，利用韦达定理结

合夹角公式运算求解.

【详解】方法一：因为 2 2 4 1 0x y x+ - - = ，即  2 22 5x y- + = ，可得圆心  2,0C ，半径 5r = ，

过点  0, 2P - 作圆 C 的切线，切点为 ,A B ，

因为  222 2 2 2PC = + - = ，则
2 2 3PA PC r= - = ，

可得
5 10 3 6sin ,cos

4 42 2 2 2
APC APCÐ = = Ð = = ，
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则
10 6 15sin sin 2 2sin cos 2
4 4 4

APB APC APC APCÐ = Ð = Ð Ð = ´ ´ = ，

2 2

2 2 6 10 1cos cos 2 cos sin 0
4 4 4

APB APC APC APC
æ ö æ ö

Ð = Ð = Ð - Ð = - = - <ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

即 APBÐ 为钝角，

所以   15sin sin π sin
4

APB APB= - Ð = Ð =a ；

法二：圆 2 2 4 1 0x y x+ - - = 的圆心  2,0C ，半径 5r = ，

过点  0, 2P - 作圆 C 的切线，切点为 ,A B ，连接 AB ，

可得  222 2 2 2PC = + - = ，则
2 2 3PA PB PC r= = - = ，

因为
2 2 2 22 cos 2 cosPA PB PA PB APB CA CB CA CB ACB+ - × Ð = + - × Ð

且 πACB APBÐ = - Ð ，则  3 3 6cos 5 5 10cos πAPB APB+ - Ð = + - - Ð ，

即3 cos 5 5cosAPB APB- Ð = + Ð ，解得
1cos 0
4

APBÐ = - < ，

即 APBÐ 为钝角，则   1cos cos π cos
4

APB APB= - Ð = - Ð =a ，

且a 为锐角，所以 2 15sin 1 cos
4

a a= - = ；

方法三：圆 2 2 4 1 0x y x+ - - = 的圆心  2,0C ，半径 5r = ，

若切线斜率不存在，则切线方程为 0y = ，则圆心到切点的距离 2d r= > ，不合题意；

若切线斜率存在，设切线方程为 2y kx= - ，即 2 0kx y- - = ，

则
2

2 2
5

1

k

k

-
=

+
，整理得 2 8 1 0k k+ + = ，且 64 4 60 0D = - = >

设两切线斜率分别为 1 2,k k ，则 1 2 1 28, 1k k k k+ = - = ，

可得  2
1 2 1 2 1 24 2 15k k k k k k- = + - = ，

所以
1 2

1 2

tan 15
1
k k

k k
-

= =
+

a ，即
sin 15
cos

a
a

= ，可得
sincos

15
=

aa ，

则
2

2 2 2 sinsin cos sin 1
15

+ = + =
aa a a ，
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且
π0,
2

a æ öÎç ÷
è ø

，则 sin 0a > ，解得
15sin
4

a = .

故选：B.

  

7. 记 nS 为数列 na 的前 n 项和，设甲： na 为等差数列；乙：{ }nS
n

为等差数列，则（    ）

A. 甲是乙的充分条件但不是必要条件

B. 甲是乙的必要条件但不是充分条件

C. 甲是乙的充要条件

D. 甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件

【答案】C

【解析】

【分析】利用充分条件、必要条件的定义及等差数列的定义，再结合数列前 n 项和与第 n 项的关系推理判

断作答.，

【详解】方法 1，甲： na 为等差数列，设其首项为 1a ，公差为d ，

则 1
1 1 1

( 1) 1, ,
2 2 2 2 1 2

n n n
n

S S Sn n n d d dS na d a d n a
n n n

+- -
= + = + = + - - =

+
，

因此{ }nS
n

为等差数列，则甲是乙的充分条件；

反之，乙：{ }nS
n

为等差数列，即
1 1 1( 1)
1 ( 1) ( 1)

n n n n n nS S nS n S na S
n n n n n n

+ + +- + -
- = =

+ + +
为常数，设为 t ，

即
1

( 1)
n nna S t

n n
+ -

=
+

，则 1 ( 1)n nS na t n n+= - × + ，有 1 ( 1) ( 1), 2n nS n a t n n n- = - - × - ³ ，

两式相减得： 1 ( 1) 2n n na na n a tn+= - - - ，即 1 2n na a t+ - = ，对 1n = 也成立，
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因此 na 为等差数列，则甲是乙的必要条件，

所以甲是乙的充要条件，C 正确.

方法 2，甲： na 为等差数列，设数列 na 的首项 1a ，公差为d ，即 1
( 1)

2n
n nS na d-

= + ，

则 1 1
( 1)

2 2 2
nS n d da d n a

n
-

= + = + - ，因此{ }nS
n

为等差数列，即甲是乙的充分条件；

反之，乙：{ }nS
n

等差数列，即 1
1, ( 1)

1
n n nS S SD S n D

n n n
+ - = = + -

+
，

即 1 ( 1)nS nS n n D= + - ， 1 1( 1) ( 1)( 2)nS n S n n D- = - + - - ，

当 2n ³ 时，上两式相减得： 1 1 2( 1)n nS S S n D-- = + - ，当 1n = 时，上式成立，

于是 1 2( 1)na a n D= + - ，又 11 1 [2 2( 1) ] 2n na a a nD a n D D+ - = + - + - = 为常数，

因此 na 为等差数列，则甲是乙 必要条件，

所以甲是乙的充要条件.

故选：C

8. 已知   1 1sin ,cos sin
3 6

a b a b- = = ，则  cos 2 2a b+ =（    ）．

A. 
7
9

B. 
1
9

C. 
1
9

- D. 
7
9

-

【答案】B

【解析】

【分析】根据给定条件，利用和角、差角的正弦公式求出 sin( )a b+ ，再利用二倍角的余弦公式计算作答.

【详解】因为
1sin( ) sin cos cos sin
3

a b a b a b- = - = ，而
1cos sin
6

a b = ，因此
1sin cos
2

a b = ，

则
2sin( ) sin cos cos sin
3

a b a b a b+ = + = ，

所以
2 22 1cos(2 2 ) cos 2( ) 1 2sin ( ) 1 2 ( )

3 9
a b a b a b+ = + = - + = - ´ = .

故选：B

【点睛】方法点睛：三角函数求值的类型及方法

（1）“给角求值”：一般所给出的角都是非特殊角，从表面来看较难，但非特殊角与特殊角总有一定关

系．解题时，要利用观察得到的关系，结合三角函数公式转化为特殊角的三角函数．

（2）“给值求值”：给出某些角的三角函数值，求另外一些角的三角函数值，解题关键在于“变角”，使其角

相同或具有某种关系．

为

的
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（3）“给值求角”：实质上也转化为“给值求值”，关键也是变角，把所求角用含已知角的式子表示，由所得

的函数值结合该函数的单调区间求得角，有时要压缩角的取值范围．

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求．全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分.

9. 有一组样本数据 1 2 6, , ,x x x× × × ，其中 1x 是最小值， 6x 是最大值，则（    ）

A. 2 3 4 5, , ,x x x x 的平均数等于 1 2 6, , ,x x x× × × 的平均数

B. 2 3 4 5, , ,x x x x 的中位数等于 1 2 6, , ,x x x× × × 的中位数

C. 2 3 4 5, , ,x x x x 的标准差不小于 1 2 6, , ,x x x× × × 的标准差

D. 2 3 4 5, , ,x x x x 的极差不大于 1 2 6, , ,x x x× × × 的极差

【答案】BD

【解析】

【分析】根据题意结合平均数、中位数、标准差以及极差的概念逐项分析判断.

【详解】对于选项 A：设 2 3 4 5, , ,x x x x 的平均数为m ， 1 2 6, , ,x x x× × × 的平均数为 n ，

则
   1 6 5 2 3 41 2 3 4 5 6 2 3 4 5 2

6 4 12
x x x x x xx x x x x x x x x xn m

+ - + + ++ + + + + + + +
- = - = ，

因为没有确定  1 6 5 2 3 42 ,x x x x x x+ + + + 的大小关系，所以无法判断 ,m n 的大小，

例如：1,2,3,4,5,6 ，可得 3.5m n= = ；

例如1,1,1,1,1,7，可得 1, 2m n= = ；

例如1,2,2,2,2,2，可得
112,
6

m n= = ；故 A 错误；

对于选项 B：不妨设 1 2 3 4 5 6x x x x x x£ £ £ £ £ ，

可知 2 3 4 5, , ,x x x x 的中位数等于 1 2 6, , ,x x x× × × 的中位数均为 3 4

2
x x+

，故 B 正确；

对于选项 C：因为 1x 是最小值， 6x 是最大值，

则 2 3 4 5, , ,x x x x 的波动性不大于 1 2 6, , ,x x x× × × 的波动性，即 2 3 4 5, , ,x x x x 的标准差不大于 1 2 6, , ,x x x× × × 的标准

差，

例如： 2,4,6,8,10,12 ，则平均数  1 2 4 6 8 10 12 7
6

n = + + + + + = ，
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标准差            2 2 2 2 2 2
1

1 1052 7 4 7 6 7 8 7 10 7 12 7
6 3

s é ù= - + - + - + - + - + - =ë û ，

4,6,8,10，则平均数  1 4 6 8 10 7
4

m = + + + = ，

标准差        2 2 2 2
2

1 4 7 6 7 8 7 10 7 5
4

s é ù= - + - + - + - =ë û ，

显然
105 5
3

> ，即 1 2s s> ；故 C 错误；

对于选项 D：不妨设 1 2 3 4 5 6x x x x x x£ £ £ £ £ ，

则 6 1 5 2x x x x- ³ - ，当且仅当 1 2 5 6,x x x x= = 时，等号成立，故 D 正确；

故选：BD.

10. 噪声污染问题越来越受到重视．用声压级来度量声音的强弱，定义声压级
0

20 lgp
pL
p

= ´ ，其中常数

 0 0 0p p > 是听觉下限阈值， p 是实际声压．下表为不同声源的声压级：

声源 与声源的距离 /m 声压级 /dB

燃油汽车 10 60 90:

混合动力汽车 10 50 60:

电动汽车 10 40

已知在距离燃油汽车、混合动力汽车、电动汽车10m处测得实际声压分别为 1 2 3, ,p p p ，则（    ）．

A. 1 2p p³ B. 2 310p p>

C. 3 0100p p= D. 1 2100p p£

【答案】ACD

【解析】

【分析】根据题意可知    
1 2 3

60,90 , 50,60 , 40p p pL L LÎ Î = ，结合对数运算逐项分析判断.

【详解】由题意可知：    
1 2 3

60,90 , 50,60 , 40p p pL L LÎ Î = ，

对于选项 A：可得 1 2

1 2 1

0 0 2

20 lg 20 lg 20 lgp p
p p pL L
p p p

= - ´ = ´- ´ ，
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因为
1 2p pL L³ ，则 1 2

1

2

20 lg 0p p
pL L
p

=- ´ ³ ，即
1

2

lg 0p
p

³ ，

所以
1

2

1p
p

³ 且 1 2, 0p p > ，可得 1 2p p³ ，故 A 正确；

对于选项 B：可得 2 3

32 2

0 0 3

20 lg 20 lg 20 lgp p
pp pL L

p p p
= - ´ = ´- ´ ，

因为
2 3 2

40 10p p pL L L- = - ³ ，则
2

3

20 lg 10p
p

´ ³ ，即
2

3

1lg
2

p
p

³ ，

所以
2

3

ep
p

³ 且 2 3, 0p p > ，可得 2 3ep p³ ，

当且仅当
2

50pL = 时，等号成立，故 B 错误；

对于选项 C：因为 3

3

0

20 lg 40p
pL
p

= ´ = ，即
3

0

lg 2p
p

= ，

可得
3

0

100p
p

= ，即 3 0100p p= ，故 C 正确；

对于选项 D：由选项 A 可知： 1 2

1

2

20 lgp p
pL L
p

=- ´ ，

且
1 2

90 50 40p pL L £ - =- ，则
1

2

20 lg 40p
p

´ £ ，

即
1

2

lg 2p
p

£ ，可得
1

2

100p
p

£ ，且 1 2, 0p p > ，所以 1 2100p p£ ，故 D 正确；

故选：ACD.

11. 已知函数  f x 的定义域为R ，      2 2f xy y f x x f y= + ，则（    ）．

A.  0 0f = B.  1 0f =

C.  f x 是偶函数 D. 0x = 为  f x 的极小值点

【答案】ABC

【解析】

【分析】方法一：利用赋值法，结合函数奇遇性的判断方法可判断选项 ABC，举反例 ( ) 0f x = 即可排除选

项 D.
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方法二：选项 ABC 的判断与方法一同，对于 D，可构造特殊函数

2 ln , 0
( )

0, 0
x x x

f x
x

ì ¹
= í

=î
进行判断即可.

【详解】方法一：

因为 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y= + ，

对于 A，令 0x y= = ， (0) 0 (0) 0 (0) 0f f f= + = ，故A 正确.

对于 B，令 1x y= = ， (1) 1 (1) 1 (1)f f f= + ，则 (1) 0f = ，故 B 正确.

对于 C，令 1x y= = - ， (1) ( 1) ( 1) 2 ( 1)f f f f= - + - = - ，则 ( 1) 0f - = ，

令 21, ( ) ( ) ( 1) ( )y f x f x x f f x= - - = + - = ，

又函数 ( )f x 的定义域为R ，所以 ( )f x 为偶函数，故C 正确，

对于 D，不妨令 ( ) 0f x = ，显然符合题设条件，此时 ( )f x 无极值，故D 错误

方法二：

因为 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y= + ，

对于 A，令 0x y= = ， (0) 0 (0) 0 (0) 0f f f= + = ，故A 正确.

对于 B，令 1x y= = ， (1) 1 (1) 1 (1)f f f= + ，则 (1) 0f = ，故 B 正确.

对于 C，令 1x y= = - ， (1) ( 1) ( 1) 2 ( 1)f f f f= - + - = - ，则 ( 1) 0f - = ，

令 21, ( ) ( ) ( 1) ( )y f x f x x f f x= - - = + - = ，

又函数 ( )f x 的定义域为R ，所以 ( )f x 为偶函数，故C 正确，

对于 D，当 2 2 0x y ¹ 时，对 2 2( ) ( ) ( )f xy y f x x f y= + 两边同时除以 2 2x y ，得到 2 2 2 2
( ) ( ) ( )f xy f x f y

x y x y
= + ，

故可以设 2
( ) ln ( 0)f x x x
x

= ¹ ，则

2 ln , 0
( )

0, 0
x x x

f x
x

ì ¹
= í

=î
，

当 0x > 肘， 2( ) lnf x x x= ，则   2 12 ln (2 ln 1)x x x x
x

f xx = + × = +¢ ，

令   0f x¢ < ，得
1
20 ex

-
< < ；令 ( ) 0f x¢ > ，得

1
2ex

-
> ；

故 ( )f x 在

1
20,e

-æ ö
ç ÷
è ø

上单调递减，在

1
2e ,

-æ ö
+¥ç ÷

è ø
上单调递增，

.
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因为 ( )f x 为偶函数，所以 ( )f x 在

1
2 ,0e

-æ ö
-ç ÷

è ø
上单调递增，在

1
2, e

-æ ö
ç ÷
è

¥
ø

- 上单调递减，

显然，此时 0x = 是 ( )f x 的极大值，故 D 错误.

故选：ABC .

12. 下列物体中，能够被整体放入棱长为 1（单位：m）的正方体容器（容器壁厚度忽略不计）内的有（    ）

A. 直径为0.99m的球体

B. 所有棱长均为1.4m的四面体

C. 底面直径为0.01m，高为1.8m 的圆柱体

D. 底面直径为1.2m，高为0.01m的圆柱体

【答案】ABD

【解析】

【分析】根据题意结合正方体的性质逐项分析判断.

【详解】对于选项 A：因为0.99m 1m< ，即球体的直径小于正方体的棱长，

所以能够被整体放入正方体内，故 A 正确；

对于选项 B：因为正方体的面对角线长为 2m ，且 2 1.4> ，

所以能够被整体放入正方体内，故 B 正确；

对于选项 C：因为正方体的体对角线长为 3m ，且 3 1.8< ，

所以不能够被整体放入正方体内，故 C 正确；

对于选项 D：因为正方体的体对角线长为 3m ，且 3 1.2> ，

设正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- 的中心为O，以 1AC 为轴对称放置圆柱，设圆柱的底面圆心 1O 到正方体的表

面的最近的距离为 mh ，

如图，结合对称性可知： 1 1 1 1 1 1
1 3 3, 0.6
2 2 2

OC C A C O OC OO= = = - = - ，
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则
1 1

1 1

C Oh
AA C A

= ，即

3 0.6
2

1 3
h -

= ，解得
1 0.6 0.34 0.01
2 3

h = - > > ，

所以能够被整体放入正方体内，故 D 正确；

故选：ABD.

  【点睛】关键点睛：对于 C、D：以正方体的体对角线为圆柱的轴，结合

正方体以及圆柱的性质分析判断.

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．

13. 某学校开设了 4 门体育类选修课和 4 门艺术类选修课，学生需从这 8 门课中选修 2 门或 3 门课，并且每

类选修课至少选修 1 门，则不同的选课方案共有________种（用数字作答）．

【答案】64

【解析】

【分析】分类讨论选修 2 门或 3 门课，对选修 3 门，再讨论具体选修课的分配，结合组合数运算求解.

【详解】（1）当从 8 门课中选修 2 门，则不同的选课方案共有
1

4 4
1 16C C = 种；

（2）当从 8 门课中选修 3 门，

①若体育类选修课 1 门，则不同的选课方案共有
1 2
4 4C C 24= 种；

②若体育类选修课 2 门，则不同的选课方案共有
2 1
4 4C C 24= 种；

综上所述：不同的选课方案共有16 24 24 64+ + = 种.

故答案 ：64.

14. 在正四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D- 中， 1 1 12, 1, 2AB A B AA= = = ，则该棱台的体积为________．

【答案】
7 6

6
##

7 6
6

【解析】

【分析】结合图像，依次求得 1 1 1,,AO AO A M ，从而利用棱台的体积公式即可得解.

【详解】如图，过 1A 作 1A M AC^ ，垂足为M ，易知 1A M 为四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D- 的高，

为



第13 页 | 共28 页  

  

因为 1 1 12, 1, 2AB A B AA= = = ，

则 1 1 1 1 1 1
1 1 1 12 , 2
2

2
22 2

2
2

AO AC A B AO AC AB== ´ ´= = = = ，

故  1 1
1 2
2 2

AM AC AC= - = ，则 2 2
1 1

1 62
2 2

A M A A AM= - = - = ，

所以所求体积为
1 6 7 6(4 1 4 1)
3 2 6

V = ´ + + ´ ´ = .

故答案为：
7 6

6
.

15. 已知函数   cos 1( 0)f x xw w= - > 在区间 0,2π 有且仅有 3 个零点，则w 的取值范围是________．

【答案】[2,3)

【解析】

【分析】令 ( ) 0f x = ，得 cos 1xw = 有 3 个根，从而结合余弦函数的图像性质即可得解.

【详解】因为0 2x π≤ ≤ ，所以0 2x πw w≤ ≤ ，

令 ( ) cos 1 0f x xw= - = ，则 cos 1xw = 有 3 个根，

令 t xw= ，则 cos 1t = 有 3 个根，其中 [0, 2 π]t wÎ ，

结合余弦函数 cosy t= 的图像性质可得 4π 2 π 6πw£ < ，故 2 3w£ < ，

故答案为：[2,3) .

16. 已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

- = > > 的左、右焦点分别为 1 2,F F ．点 A 在 C 上，点 B 在 y 轴上，

1 1 2 2
2,
3

F A F B F A F B^ = -
uuur uuur uuuur uuuur

，则C 的离心率为________．
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【答案】
3 5

5
## 

3 5
5

【解析】

【分析】方法一：利用双曲线的定义与向量数积的几何意义得到 2 2 1 1, , ,AF BF BF AF 关于 ,a m的表达式，

从而利用勾股定理求得a m= ，进而利用余弦定理得到 ,a c 的齐次方程，从而得解.

方法二：依题意设出各点坐标，从而由向量坐标运算求得 0 0
2
3

5 ,
3

x c y t= = - ， 2 24t c= ，将点A 代入双曲

线C 得到关于 , ,a b c 的齐次方程，从而得解；

【详解】方法一：

依题意，设 2 2AF m= ，则 2 1 13 , 2 2BF m BF AF a m= = = + ，

在 1Rt ABFV 中， 2 2 29 (2 2 ) 25m a m m+ + = ，则 ( 3 )( ) 0a m a m+ - = ，故a m= 或 3a m= - （舍去），

所以 1 24 , 2AF a AF a= = ， 2 1 3BF BF a= = ，则 5AB a= ，

故
1

1 2
4 4cos
5 5

AF aF AF
AB a

Ð = = = ，

所以在 1 2AF F△ 中，
2 2 2

1 2
16 4 4 4cos

2 4 2 5
a a cF AF

a a
+ -

Ð = =
´ ´

，整理得 2 25 9c a= ，

故
3 5

5
ce
a

= = .

方法二:

依题意，得 1 2( ,0), ( ,0)F c F c- ，令  0 0 ),, (0,A x y B t ，

因为 2 2
2
3

F A F B= -
uuuur uuuur

，所以    0 0
2, ,
3

x c y c t- = - - ，则 0 0
2
3

5 ,
3

x c y t= = - ，

又 1 1F A F B^
uuur uuur

，所以  1 1
8 2, ,
3 3

F A F B c t c tæ ö× = -ç ÷
è ø

uuur uuur
2 28 2 0

3 3
c t= - = ，则 2 24t c= ，
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又点A C 上，则
2 2

2 2

25 4
9 9 1

c t

a b
- = ，整理得

2 2

2 2
25 4 1
9 9

c t
a b

- = ，则
2 2

2 2
25 16 1
9 9

c c
a b

- = ，

所以 2 2 2 2 2 225 16 9c b c a a b- = ，即    2 2 2 2 2 2 2 225 16 9c c a a c a c a- - = - ，

整理得 4 2 425 50 9 0c c a- + = ，则   2 2 2 25 9 5 0c a c a- - = ，解得 2 25 9c a= 或 2 25c a= ，

又 1e > ，所以
3 5

5
e = 或

5
5

e = （舍去），故
3 5

5
e = .

故答案为：
3 5

5
.

【点睛】关键点睛：双曲线过焦点的三角形的解决关键是充分利用双曲线的定义，结合勾股定理与余弦定

理得到关于 , ,a b c 的齐次方程，从而得解.

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

17. 已知在 ABCV 中，  3 ,2sin sinA B C A C B+ = - = ．

（1）求 sinA ；

（2）设 5AB = ，求 AB 边上的高．

【答案】（1） 3 10
10

    

（2）6

【解析】

【分析】（1）根据角的关系及两角和差正弦公式，化简即可得解；

（2）利用同角之间的三角函数基本关系及两角和的正弦公式求 sin B ,再由正弦定理求出b ，根据等面积法

求解即可.

【小问 1 详解】

3A B C+ =Q ，

π 3C C\ - = ，即
π
4

C = ，

又 2sin( ) sin sin( )A C B A C- = = + ，

2sin cos 2cos sin sin cos cos sinA C A C A C A C\ - = + ，

sin cos 3cos sinA C A C\ = ，

sin 3cosA A\ = ，

在
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即 tan 3A = ，所以
π0
2

A< < ，

3 3 10sin
1010

A\ = = .

【小问 2 详解】

由（1）知，
1 10cos

1010
A = = ，

由 sin sin( )B A C= + 2 3 10 10 2 5sin cos cos sin ( )
2 10 10 5

A C A C= + = + = ，

由正弦定理，
sin sin

c b
C B

= ，可得

2 55
5 2 10

2
2

b
´

= = ，

1 1 sin
2 2

AB h AB AC A\ × = × × ，

3 10sin 2 10 6
10

h b A\ = × = ´ = .

18. 如 图 ， 在 正 四 棱 柱 1 1 1 1ABCD A B C D- 中 ， 12, 4AB AA= = ． 点 2 2 2 2, , ,A B C D 分 别 在 棱

1 1 1, ,AA BB CC , 1DD 上， 2 2 2 21, 2, 3AA BB DD CC= = = = ．

  

（1）证明： 2 2 2 2B C A D∥ ；

（2）点 P 在棱 1BB 上，当二面角 2 2 2P A C D- - 为150°时，求 2B P ．

【答案】（1）证明见解析；    

（2）1

【解析】
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【分析】（1）建立空间直角坐标系，利用向量坐标相等证明；

（2）设 (0, 2, )(0 4)P l l£ £ ，利用向量法求二面角，建立方程求出l 即可得解.

【小问 1 详解】

以C 为坐标原点， 1, ,CD CB CC 所在直线为 , ,x y z 轴建立空间直角坐标系，如图，

  

则 2 2 2 2(0,0,0), (0,0,3), (0, 2, 2), (2,0, 2), (2, 2,1)C C B D A ，

2 2 2 2(0, 2,1), (0, 2,1)B C A D\ = - = -
uuuuur uuuuur

，

2 2 2 2B C A D\
uuuuur uuuuur

∥ ，

又 2 2 2 2B C A D， 不在同一条直线上，

2 2 2 2B C A D\ ∥ .

【小问 2 详解】

设 (0, 2, )(0 4)P l l£ £ ，

则 2 2 2 2 2( 2, 2, 2) (0, 2,3 ), =( 2,0,1),A C PC D Cl= - - = - - -
uuuuur uuuu uu uurr u

，

设平面 2 2PA C 的法向量 ( , , )n x y z=
r

，

则
2 2

2

2 2 2 0

2 (3 ) 0

n A C x y z

n PC y zl

ì × = - - + =ï
í

× = - + - =ïî

uuuuurr
uuuurr ，

令 2z = ，得 3 , 1y xl l= - = - ，

( 1,3 , 2)n l l\ = - -
r

，

设平面 2 2 2A C D 的法向量 ( , , )m a b c=
ur

，
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则
2 2

2 2

2 2 2 0

2 0

m A C a b c

m D C a c

ì × = - - + =ï
í

× = - + =ïî

uuuuurr
uuuuurr ，

令 1a = ，得 1, 2= =b c ，

(1,1, 2)m\ =
ur

，

2 2

6 3cos , cos150
26 4 ( 1) (3 )

n m
n m

n m l l

×
\ = = = ° =

+ - + -

r ur
r ur

r ur ，

化简可得， 2 4 3 0l l- + = ，

解得 1l = 或 3l = ，

(0, 2,1)P\ 或 (0, 2,3)P ，

2 1B P\ = .

19. 已知函数    exf x a a x= + - ．

（1）讨论  f x 的单调性；

（2）证明：当 0a > 时，   32ln
2

f x a> + ．

【答案】（1）答案见解析    

（2）证明见解析

【解析】

【分析】（1）先求导，再分类讨论 0a £ 与 0a > 两种情况，结合导数与函数单调性的关系即可得解；

（ 2 ）方法一：结合（ 1 ）中结论，将问题转化为
2 1 ln 0

2
a a- - > 的恒成立问题，构造函数

   2 1 ln 0
2

g a a a a= - - > ，利用导数证得   0g a > 即可.

方法二：构造函数   e 1xh x x= - - ，证得 e 1x x³ + ，从而得到 2( ) ln 1f x x a a x³ + + + - ，进而将问题

转化为
2 1 ln 0

2
a a- - > 的恒成立问题，由此得证.

【小问 1 详解】

因为  ( ) exf x a a x= + - ，定义域为R ，所以   e 1xf x a¢ = - ，

当 0a £ 时，由于 e 0x > ，则 e 0xa £ ，故   0e 1xf x a -¢ = < 恒成立，

所以  f x 在R 上单调递减；
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当 0a > 时，令   e 1 0xf x a¢ = - = ，解得 lnx a= - ，

当 lnx a< - 时，   0f x¢ < ，则  f x 在  , ln a-¥ - 上单调递减；

当 lnx a> - 时， ( ) 0f x¢ > ，则  f x 在  ln ,a- +¥ 上单调递增；

综上：当 0a £ 时，  f x 在R 上单调递减；

当 0a > 时，  f x 在  , ln a-¥ - 上单调递减，  f x 在  ln ,a- +¥ 上单调递增.

【小问 2 详解】

方法一：

由（1）得，      ln
min

2ln ln lne 1af aax af aa a-- += + += + = ，

要证
3( ) 2 ln
2

f x a> + ，即证
2 31 2ln

2
lna a a+ + > + ，即证

2 1 ln 0
2

a a- - > 恒成立，

令    2 1 ln 0
2

g a a a a= - - > ，则  
21 2 12 ag a a

a a
-¢ = - = ，

令   0g a¢ < ，则
20

2
a< < ；令   0g a¢ > ，则

2
2

a > ；

所以  g a 在
20,

2
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

上单调递减，在
2 ,

2
æ ö

+¥ç ÷ç ÷
è ø

上单调递增，

所以  
2

min

2 2 1 2ln ln 2 0
2 2 2 2

g a g
æ ö æ ö

= = - - = >ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，则   0g a > 恒成立，

所以当 0a > 时，
3( ) 2 ln
2

f x a> + 恒成立，证毕.

方法二：

令   e 1xh x x= - - ，则   e 1xh x¢ = - ，

由于 exy = 在R 上单调递增，所以   e 1xh x¢ = - 在R 上单调递增，

又   00 e 1 0h¢ = - = ，

所以当 0x < 时，   0h x¢ < ；当 0x > 时，   0h x¢ > ；

所以  h x 在  ,0¥- 上单调递减，在  0, ¥+ 上单调递增，

故    0 0h x h³ = ，则 e 1x x³ + ，当且仅当 0x = 时，等号成立，

因为   2 ln 2 2( ) e e e ln 1x x x af x a a x a a x a x x a a x+= + - = + - = + - ³ + + + - ，
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当且仅当 ln 0x a+ = ，即 lnx a= - 时，等号成立，

所以要证
3( ) 2 ln
2

f x a> + ，即证
2 3ln 1 2ln

2
x a a x a+ + + - > + ，即证

2 1 ln 0
2

a a- - > ，

令    2 1 ln 0
2

g a a a a= - - > ，则  
21 2 12 ag a a

a a
-¢ = - = ，

令   0g a¢ < ，则
20

2
a< < ；令   0g a¢ > ，则

2
2

a > ；

所以  g a 在
20,

2
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

上单调递减，在
2 ,

2
æ ö

+¥ç ÷ç ÷
è ø

上单调递增，

所以  
2

min

2 2 1 2ln ln 2 0
2 2 2 2

g a g
æ ö æ ö

= = - - = >ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，则   0g a > 恒成立，

所以当 0a > 时，
3( ) 2 ln
2

f x a> + 恒成立，证毕.

20. 设等差数列 na 的公差为d ，且 1d > ．令

2

n
n

n nb
a
+

= ，记 ,n nS T 分别为数列   ,n na b 的前 n 项和．

（1）若 2 1 3 3 33 3 , 21a a a S T= + + = ，求 na 的通项公式；

（2）若 nb 为等差数列，且 99 99 99S T- = ，求d ．

【答案】（1） 3na n=     

（2）
51
50

d =

【解析】

【分析】（1）根据等差数列的通项公式建立方程求解即可；

（2）由{ }nb 为等差数列得出 1a d= 或 1 2a d= ，再由等差数列的性质可得 50 50 1a b- = ，分类讨论即可得解.

【小问 1 详解】

2 1 33 3a a a= +Q ， 13 2d a d\ = + ，解得 1a d= ，

3 2 13 3( ) 6d dS a a= += =\ ，

又 3 1 2 3
2 6 12 9

2 3
T b b b

d d d d
= + + = + + = ，

3 3
96 21S T d
d

\ + = + = ，

即 22 7 3 0d d- + = ，解得 3d = 或
1
2

d = （舍去），
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1 ( 1) 3na a n d n\ = + - × = .

【小问 2 详解】

{ }nbQ 为等差数列，

2 1 32b b b\ = + ，即
2 1 3

12 2 12
a a a

= + ，

2 3 2 3 1

1 1 6 16( ) d
a a a a a

\ - = = ，即
2 2
1 13 2 0a a d d- + = ，解得 1a d= 或 1 2a d= ，

1d >Q ， 0na\ > ，

又 99 99 99S T- = ，由等差数列性质知， 50 5099 99 99a b- = ，即 50 50 1a b- = ，

50
50

2550 1a
a

\ - = ，即
2
50 50 2550 0a a- - = ，解得 50 51a = 或 50 50a = - （舍去）

当 1 2a d= 时， 50 1 49 51 51a a d d= + = = ，解得 1d = ，与 1d > 矛盾，无解；

当 1a d= 时， 50 1 49 50 51a a d d= + = = ，解得
51
50

d = .

综上，
51
50

d = .

21. 甲、乙两人投篮，每次由其中一人投篮，规则如下：若命中则此人继续投籃，若末命中则换为对方投

篮．无论之前投篮情况如何，甲每次投篮的命中率均为 0.6，乙每次投篮的命中率均为 0.8．由抽签确定第 1

次投篮的人选，第 1 次投篮的人是甲、乙的概率各为 0.5．

（1）求第 2 次投篮的人是乙的概率；

（2）求第 i 次投篮的人是甲的概率；

（3）已知：若随机变量 iX 服从两点分布，且    1 1 0 , 1,2, ,i i iP X P X q i n= = - = = = ×× × ，则

1 1

n n

i i
i i

E X q
= =

æ ö =ç ÷
è ø
å å ．记前 n 次（即从第 1 次到第 n 次投篮）中甲投篮的次数为Y ，求  E Y ．

【答案】（1）0.6     

（2）
11 2 1

6 5 3

i-
æ ö´ +ç ÷
è ø

    

（3）
5 2( ) 1

18 5 3

n nE Y
é ùæ ö= - +ê úç ÷

è øê úë û

【解析】
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【分析】（1）根据全概率公式即可求出；

（2）设  i iP A p= ，由题意可得 1 0.4 0.2i ip p+ = + ，根据数列知识，构造等比数列即可解出；

（3）先求出两点分布的期望，再根据题中的结论以及等比数列的求和公式即可求出．

【小问 1 详解】

记“第 i 次投篮的人是甲”为事件 iA ，“第 i 次投篮的人是乙”为事件 iB ，

所以，              2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1| |P B P A B P B B P A P B A P B P B B= + = +

 0.5 1 0.6 0.5 0.8 0.6= ´ - + ´ = .

【小问 2 详解】

设  i iP A p= ，依题可知，   1i iP B p= - ，则

             1 1 1 1 1| |i i i i i i i i i i iP A P A A P B A P A P A A P B P A B+ + + + += + = + ，

即    1 0.6 1 0.8 1 0.4 0.2i i i ip p p p+ = + - ´ - = + ，

构造等比数列 ip l+ ，

设  1
2
5i ip pl l+ + = + ，解得

1
3

l = - ，则 1
1 2 1
3 5 3i ip p+

æ ö- = -ç ÷
è ø

，

又 1 1
1 1 1,
2 3 6

p p= - = ，所以
1
3ipì ü-í ý

î þ
是首项为

1
6
，公比为

2
5
的等比数列，

即

1 11 1 2 1 2 1,
3 6 5 6 5 3

i i

i ip p
- -

æ ö æ ö- = ´ = ´ +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

．

【小问 3 详解】

因为

11 2 1
6 5 3

i

ip
-

æ ö= ´ +ç ÷
è ø

， 1,2, ,i n= ××× ，

所以当 *Nn Î 时，   1 2

21
1 5 25 126 3 18 5 31

5

n

n

n
n nE Y p p p

æ ö- ç ÷ é ùæ öè ø= + + + = ´ + = - +ê úç ÷
è øê úë û-

L ，

故
5 2( ) 1

18 5 3

n nE Y
é ùæ ö= - +ê úç ÷

è øê úë û
．

【点睛】本题第一问直接考查全概率公式的应用，后两问的解题关键是根据题意找到递推式，然后根据数

列的基本知识求解．
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22. 在直角坐标系 xOy 中，点 P 到 x 轴的距离等于点 P 到点
10,
2

æ ö
ç ÷
è ø

的距离，记动点 P 的轨迹为W ．

（1）求W 的方程；

（2）已知矩形 ABCD有三个顶点在W 上，证明：矩形 ABCD的周长大于3 3．

【答案】（1） 2 1
4

y x= +     

（2）见解析

【解析】

【分析】（1）设 ( , )P x y ，根据题意列出方程

2
2 21

2
x y yæ ö+ - =ç ÷

è ø
，化简即可；

（ 2 ）法一：设矩形的三个顶点
2 2 21 1 1, , , , ,

4 4 4
A a a B b b C c cæ ö æ ö æ ö+ + +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø
，且 a b c< < ，分别令

0ABk a b m= + = < ， 0BCk b c n= + = > ，且 1mn = - ，利用放缩法得
21 1 1

2
C n n

n
æ ö³ + +ç ÷
è ø

，设函数

 
2

21( ) 1f x x x
x

æ ö= + +ç ÷
è ø

，利用导数求出其最小值，则得C 的最小值，再排除边界值即可.

法二：设直线 AB 的方程为
2 1( )

4
y k x a a= - + + ，将其与抛物线方程联立，再利用弦长公式和放缩法得

 32

2

1 k
AB AD

k
+

+ ³ ，利用换元法和求导即可求出周长最值，再排除边界值即可.

法三：利用平移坐标系法，再设点，利用三角换元再对角度分类讨论，结合基本不等式即可证明.

【小问 1 详解】

设 ( , )P x y ,则
2

2 1
2

y x yæ ö= + -ç ÷
è ø

，两边同平方化简得
2 1

4
y x= + ，

故
2 1:

4
W y x= + .

【小问 2 详解】

法一：设矩形的三个顶点
2 2 21 1 1, , , , ,

4 4 4
A a a B b b C c cæ ö æ ö æ ö+ + +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø
在W 上,且 a b c< < ，易知矩形四条边

所在直线的斜率均存在，且不为 0，
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则 1,AB BCk k a b b c=× - + < + ,令
2 2

4 0

1 1
4

ABk
b a

b
a b

a
m

æ ö+ - +ç ÷
è = +ø == <
-

，

同理令 0BCk b c n= + = > ，且 1mn = - ，则
1m
n

= - ，

设矩形周长为C ,由对称性不妨设 | | | |m n³ ，
1

BC ABk k c a n m n
n

- = - = - = + ，

则
2 2 2 21 1| | | | ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 1

2
C AB BC b a m c b n c a n n n

n
æ ö= + = - + + - + ³ - + = + +ç ÷
è ø

. 0n > ，易知

21 1 0n n
n

æ ö+ + >ç ÷
è ø

则令  
2 2

21 1 1( ) 1 , 0, ( ) 2 2f x x x x f x x x
x x x

¢æ ö æ ö æ ö= + + > = + -ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

,

令 ( ) 0f x¢ = ，解得
2

2
x = ，

当
20,

2
x

æ ö
Îç ÷ç ÷

è ø
时， ( ) 0f x¢ < ，此时 ( )f x 单调递减，

当
2 ,

2
x

æ ö
Î +¥ç ÷ç ÷

è ø
， ( ) 0f x¢ > ，此时 ( )f x 单调递增，

则 min
2 27( )

2 4
f x f

æ ö
= =ç ÷ç ÷

è ø
，

故
1 27 3 3
2 4 2

C ³ = ,即 3 3C ³ .

当 3 3C = 时 , 2 , 2
2

n m= = - ,且 2 2( ) 1 ( ) 1b a m b a n- + = - + ，即 m n= 时等号成立，矛盾，故

3 3C > ,

得证.
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法二：不妨设 , ,A B D 在W 上，且 BA DA^ ，

  

依题意可设
2 1,

4
A a aæ ö+ç ÷

è ø
，易知直线 BA ， DA的斜率均存在且不为 0，

则设 BA , DA的斜率分别为 k 和
1
k

- ，由对称性，不妨设 1k £ ，

直线 AB 的方程为
2 1( )

4
y k x a a= - + + ，

则联立

2

2

1
4

1( )
4

y x

y k x a a

ì = +ïï
í
ï = - + +
ïî

得 2 2 0x kx ka a- + - = ，

   22 24 2 0k ka a k aD = - - = - > ，则 2k a¹

则 2| | 1 | 2 |AB k k a= + - ，

同理 2

1 1| | 1 2AD a
k k

= + + ，

2
2

1 1| | | | 1 | 2 | 1 2AB AD k k a a
k k

\ + = + - + + +

 32
2 2

2

11 11 2 2 1
k

k k a a k k
k k k

+æ ö
³ + - + + ³ + + =ç ÷

è ø

令 2k m= ，则  0,1mÎ ，设
3

2( 1) 1( ) 3 3mf m m m
m m
+

= = + + + ，

则
2

2 2

1 (2 1)( 1)( ) 2 3 m mf m m
m m

¢ - +
= + - = ，令 ( ) 0¢ =f m ，解得

1
2

m = ，

当
10,
2

m æ öÎç ÷
è ø

时， ( ) 0f m¢ < ，此时 ( )f m 单调递减，

当
1 ,
2

m æ öÎ +¥ç ÷
è ø

， ( ) 0f m¢ > ，此时 ( )f m 单调递增，
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则 min
1 27( )
2 4

f m f æ ö= =ç ÷
è ø

，

3 3| | | |
2

AB AD\ + ³ ，

但
2 2

2
1 1 11 | 2 | 1 2 1 | 2 | 2k k a a k k a a
k k k

æ ö
+ - + + + ³ + - + +ç ÷

è ø
，此处取等条件为 1k = ，与最终取等

时
2

2
k = 不一致，故

3 3
2

AB AD+ > .

法三：为了计算方便,我们将抛物线向下移动
1
4
个单位得抛物线 2:W y x¢ = ,

矩形 ABCD变换为矩形 A B C D¢ ¢ ¢ ¢ ,则问题等价于矩形 A B C D¢ ¢ ¢ ¢的周长大于3 3 .

设      2 2 2
0 0 1 1 2 2, , , , ,B t t A t t C t t¢ ¢ ¢ , 根据对称性不妨设 0 0t ³ . 

则 1 0 2 0,
A B B C

k t t k t t¢ ¢ ¢ ¢= + = + , 由于 A B B C¢ ¢ ¢ ¢^ , 则   1 0 2 0 1t t t t+ + = - .

由于    2 2
1 0 1 0 2 0 2 01 , 1A B t t t t B C t t t t¢ ¢ ¢ ¢= + + - = + + - , 且 0t  介于 1 2,t t  之间, 

则    2 2
1 0 1 0 2 0 2 01 1A B B C t t t t t t t t¢ ¢ ¢ ¢+ = + + - + + + - . 令 2 0 tant t q+ = ,

1 0
πcot , 0,
2

t t q q æ ö+ = - Îç ÷
è ø

,则 2 0 1 0tan , cott t t tq q= - = - - ,从而

   2 2
0 01 cot 2 cot 1 tan tan 2A B B C t tq q q q¢ ¢ ¢ ¢+ = + + + + -

故

3 3
0

0 2 2 2 2

2 (cos sin )1 1 sin cos sin cos2
sin cos cos sin sin cos sin cos

tA B B C t q qq q q q
q q q q q q q q

¢ ¢ ¢ ¢ - +æ ö+ = - + + = +ç ÷
è ø

①当
π0,
4

q æ ùÎç úè û
时,

3 3

2 2 2 2
sin cos sin cos 1 22 2 2 2
sin cos cos sin sin cos sin 2

A B B C q q q q
q q q q q q q

¢ ¢ ¢ ¢ +
+ ³ = + ³ = ³

②当 
π π,
4 2

q æ öÎç ÷
è ø

 时,由于 1 0 2t t t< < ,从而 0 0 0cot tant t tq q- - < < - ,

从而 0
cot tan

2 2
tq q

- < < 又 0 0t ³ ,

故 0
tan0

2
t q

£ < ,由此
3 3

0
2 2

2 (cos sin ) sin cos
sin cos sin cos

tA B B C q q q q
q q q q

¢ ¢ ¢ ¢ - +
+ = +
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3 3

2 3 2 2 2

sin (cos sin )(sin cos ) sin cos 1 cos
sin cos sin cos cos sin

q q q q q q q q
q q q q q q

- +
> + = +

  2 2 2 2 2 2

2 2
sin sin 2cos 1 cos 1 cos 2cosq q q q q q

= =
× - - ×

    3 32 2 2

2 2 3 3
221 cos 1 cos 2cos

33
q q q

³ ³ =
æ ö æ ö- + - +

ç ÷ç ÷ è øç ÷
è ø

，

当且仅当
3

cos
3

q = 时等号成立，故
3 3

2
A B B C¢ ¢ ¢ ¢+ > ，故矩形周长大于3 2 .

  .    

【点睛】关键点睛：本题的第二个的关键是通过放缩得
21 1| | | | 1

2
C AB BC n n

n
æ ö= + ³ + +ç ÷
è ø

，同时为了简

便运算，对右边的式子平方后再设新函数求导，最后再排除边界值即可.
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