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一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分.在每小题给出的四个选项中，只有一个是符合题目

要求的.

1.集合 { | 2 2}A x x= - £ £ ，Z 为整数集，则 AI Z 中元素的个数是

（A）3      （B）4        （C）5      （D）6

【答案】C

【解析】

试题分析：由题意， { 2, 1,0,1, 2}A Z = - -I ，故其中的元素个数为 5，选 C.

考点：集合中交集的运算.

【名师点睛】集合的概念及运算一直是高考的热点，几乎是每年必考内容，属于容易题.一般是结合不等式，

函数的定义域值域考查，解题的关键是结合韦恩图或数轴解答.

2.  设 i 为虚数单位，则
6( )x i+ 的展开式中含 x4的项为

（A）－15x4     （B）15x4     （C）－20i x4     （D）20i x4

【答案】A

考点：二项展开式，复数的运算.

【名师点睛】本题考查二项式定理及复数的运算，复数的概念及运算也是高考的热点，几乎是每年必考内

容，属于容易题.一般来说，掌握复数的基本概念及四则运算即可．二项式
6( )x i+ 的展开式可以改为

6( )i x+ ，则其通项为
6

6
r r rC i x-

，即含
4x 的项为

4 6 4 4 4
6 15C i x x- = - ．

3.  为了得到函数
πsin(2 )
3

y x= - 的图象，只需把函数 sin 2y x= 的图象上所有的点

（A）向左平行移动
π
3
个单位长度        （B）向右平行移动

π
3
个单位长度

（C）向左平行移动
π
6
个单位长度      　（D）向右平行移动

π
6
个单位长度

【答案】D
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【解析】

试题分析：由题意，为了得到函数 sin(2 ) sin[2( )]
3 6

y x x 
= - = - ，只需把函数 sin 2y x= 的图像上所有

点向右移
6


个单位，故选 D.

考点：三角函数图像的平移.

【名师点睛】本题考查三角函数的图象平移，在函数 ( ) sin( )f x A ωx φ= + 的图象平移变换中要注意人

“ω”的影响，变换有两种顺序：一种 y sin x= 的图象向左平移φ个单位得 sin( )y x φ= + ，再把横坐标变

为原来的
1
ω

倍，纵坐标不变，得 sin( )y ωx φ= + 的图象，另一种是把 y sin x= 的图象横坐标变为原来的
1
ω

倍，纵坐标不变，得 siny ωx= 的图象，向左平移
φ
ω

个单位得 sin( )y ωx φ= + 的图象．

4.  用数字 1，2，3，4，5 组成没有重复数字的五位数，其中奇数的个数为

（A）24       　（B）48     　（C）60      　（D）72

【答案】D

考点：排列、组合

【名师点睛】利用排列组合计数时，关键是正确进行分类和分步，分类时要注意不重不漏，分步时要注意

整个事件的完成步骤．在本题中，个位是特殊位置，第一步应先安排这个位置，第二步再安排其他四个位

置．.

5.  某公司为激励创新，计划逐年加大研发资金投入.若该公司 2015 年全年投入研发资金 130 万元，在此基

础上，每年投入的研发资金比上一年增长 12%，则该公司全年投入的研发资金开始超过 200 万元的年份是

（参考数据：lg 1.12≈0.05，lg 1.3≈0.11，lg2≈0.30）

（ A）2018 年  （B）2019 年  （C）2020 年  （D）2021 年

【答案】B

【解析】

试题分析：设第 n 年的研发投资资金为 na ， 1 130a = ，则
1130 1.12n

na -=  ，由题意，需

1130 1.12 200n
na -=   ，解得 5n  ，故从 2019年该公司全年的投入的研发资金超过 200万，选 B.

考点：等比数列的应用.
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【名师点睛】本题考查等比数列的实际应用．在实际问题中平均增长率问题可以看作是等比数列的应用，

解题时要注意把哪个作为数列的首项，然后根据等比数列的通项公式写出通项，列出不等式或方程就可解

得结论．

6.  秦九韶是我国南宋时期的数学家，普州（现四川省安岳县）人，他在所著的《数书九章》中提出的多项

式求值的秦九韶算法，至今仍是比较先进的算法.如图所示的程序框图给出了利用秦九韶算法求某多项式值

的一个实例，若输入 n，x 的值分别为 3，2，则输出 v 的值为

（A）9  （B）18  （C）20  （D）35

【答案】B

考点：1.程序与框图；2.秦九韶算法；3.中国古代数学史.

【名师点睛】程序框图是高考的热点之一，几乎是每年必考内容，多半是考循环结构，基本方法是将每次

循环的结果一一列举出来，与判断条件比较即可．

7.  设 p：实数 x，y 满足
2 2( 1) ( 1) 2x y- + - £ ，q：实数 x，y 满足

1,
1 ,
1,

y x
y x
y

 -ì
ï  -í
ï £î

 则 p 是 q 的

（A）必要不充分条件  （B）充分不必要条件  （C）充要条件  （D）既不充分也不必要条件
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【答案】A

考点：1.充分条件、必要条件的判断；2.线性规划.

【名师点睛】本题考查充分性与必要性的判断问题，首先是分清条件和结论，然后考察条件推结论，结论

推条件是否成立.这类问题往往与函数、三角、不等式等数学知识结合起来考，本题条件与结论可以转化为

平面区域的关系，利用充分性、必要性和集合的包含关系得结论． 

8.  设 O 为坐标原点，P 是以 F 为焦点的抛物线
2 2 (p 0)y px= >  上任意一点，M 是线段 PF 上的点，且

PM =2 MF ,则直线 OM 的斜率的最大值为

（A）
3

3
    （B）

2
3

     （C）
2

2
        （D）1

【答案】C

【解析】

试题分析：设    22 , 2 , ,P pt pt M x y （不妨设 0t > ），则
22 , 2 .

2
pFP pt ptæ ö= -ç ÷

è ø

uuur
由已知得

1
3

FM FP=
uuuur uuur

，

22 ,
2 3 6
2 ,
3

p p px t

pty

ì - = -ïï\í
ï =
ïî

，

22 ,
3 3

2 ,
3

p px t

pty

ì = +ïï\í
ï =
ïî

， 2

2 1 1 2
12 1 2122 2

OM
tk

t t
t

\ = = £ =
+ +

，

 max

2
2OMk\ = ，故选 C.

考点：抛物线的简单的几何性质，基本不等式的应用．

【名师点睛】本题考查抛物线的性质，结合题意要求，利用抛物线的参数方程表示出抛物线上点 P 的坐标，
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利用向量法求出点M 的坐标，是我们求点坐标的常用方法，由于要求最大值，因此我们把 k 斜率用参数 t

表示出后，可根据表达式形式选用函数，或不等式的知识求出最值，本题采用基本不等式求出最值．

9.  设直线 l1，l2 分别是函数 f(x)= 
ln ,0 1,

ln , 1,
x x

x x
- < <ì

í >î
图象上点 P1，P2 处的切线，l1 与 l2 垂直相交于点 P，

且 l1，l2分别与 y 轴相交于点 A，B，则△PAB 的面积的取值范围是

（A）(0,1)  （B）(0,2)  （C）(0,+∞)  （D）(1,+∞)

【答案】A

考点：1.导数的几何意义；2.两直线垂直关系；3.直线方程的应用；4.三角形面积取值范围.

【名师点睛】本题首先考查导数的几何意义，其次考查最值问题，解题时可设出切点坐标，利用切线垂直

求出这两点的关系，同时得出切线方程，从而得点 ,A B 坐标，由两直线相交得出 P 点坐标，从而求得面积，

题中把面积用 1x 表示后，可得它的取值范围．解决本题可以是根据题意按部就班一步一步解得结论．这也

是我们解决问题的一种基本方法，朴实而基础，简单而实用．

10.  在平面内，定点 A，B，C，D 满足 DA
uuur

 = DB
uuur

= DC
uuur

, DA
uuur

× DB
uuur

= DB
uuur

× DC
uuur

= DC
uuur

× DA
uuur

=-2，动点 P，

M 满足 AP
uuur

 =1， PM
uuuur

= MC
uuuur

，则
2

BM
uuuur

的最大值是

（A）
43
4

     （B）
49
4

        （C）
37 6 3

4
+

         （D）
37 2 33

4
+

【答案】B

【解析】
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考点：1.向量的数量积运算；2.向量的夹角；3.解析几何中与圆有关的最值问题.

【名师点睛】本题考查平面向量的数量积与向量的模，由于结论是要求向量模的平方的最大值，因此我们

要 把 它 用 一 个 参 数 表 示 出 来 ， 解 题 时 首 先 对 条 件 进 行 化 简 变 形 ， 本 题 中 得 出

120ADC ADB BDCÐ = Ð = Ð = °，且 2DA DB DC= = =
uuur uuur uuur

，因此我们采用解析法，即建立直角坐标系，

写出 , , ,A B C D 坐标，同时动点 P 的轨迹是圆，
   22

2 1 3 3

4

x y
BM

+ + +
=

uuuur
，因此可用圆的性质得出最

值．

二、填空题：本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分.

11.  2 2cos sin
8 8
π π

- =         .

【答案】
2

2

【解析】

试题分析：由二倍角公式得
2 2cos sin

8 8
 

- =
2cos .

4 2
=


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考点：三角函数二倍角公式．

【名师点睛】这是一个来自于课本的题，直接利用课本公式解题，这告诉我们一定要立足于课本．有许多

三角函数的求值问题一般都是通过三角函数的公式把函数化为特殊角的三角函数值而求解．

12.   同时抛掷两枚质地均匀的硬币，当至少有一枚硬币正面向上时，就说这次试验成功，则在 2 次试验中

成功次数 X 的均值是         .

【答案】
3
2

考点：离散型随机变量的均值

【名师点睛】本题考查随机变量的均值（期望），根据期望公式，首先求出随机变量的所有可能取值

1 2, , , nx x xL ，再求得对应的概率 ( 1,2, , )iP i n= L ，则均值为
1

n

i i
i

x P
=
å ．

13.  已知三棱锥的四个面都是腰长为 2 的等腰三角形，该三棱锥的正视图如图所示，则该三棱锥的体积

是            .

【答案】
3

3

【解析】

试题分析：由三棱锥的正视图知，三棱锥的高为1，底面边长为 2 3 ，2,2，则底面等腰三角形的顶角为

正视图

33

1
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120°，所以三棱锥的体积为
1 1 32 2 sin120 1
3 2 3

V =     ° = .

考点：三视图，几何体的体积.

【名师点睛】本题考查三视图，考查几何体体积，考查学生的识图能力．解题时要求我们根据三视图想象

出几何体的形状，由三视图得出几何体的尺寸，为此我们必须掌握基本几何体（柱、锥、台、球）的三视

图以及各种组合体的三视图．

14.  已 知 函 数 ( )f x 是 定 义 在 R 上 的 周 期 为 2 的 奇 函 数 ， 当 0 ＜ x ＜ 1 时 ， ( ) 4xf x = ， 则

5( ) (1)
2

f f- + =            .

【答案】-2

考点：函数的奇偶性和周期性.

【名师点睛】本题考查函数的奇偶性，周期性，属于基本题，在求值时，只要把
5( )
2

f - 和 (1)f ，利用奇偶

性与周期性化为 (0,1) 上的函数值即可．

15． 在平面直角坐标系中，当 P(x，y)不是原点时，定义 P 的“伴随点”为
'

2 2 2 2( , )y xP
x y x y

-
+ +

；

当 P 是原点时，定义 P 的“伴随点”为它自身，平面曲线 C 上所有点的“伴随点”所构成的曲线
'C 定义为

曲线 C 的“伴随曲线”.现有下列命题：

①若点 A 的“伴随点”是点
'A ，则点

'A 的“伴随点”是点 A

②单位圆的“伴随曲线”是它自身；

③若曲线 C 关于 x 轴对称，则其“伴随曲线”
'C 关于 y 轴对称；

④一条直线的“伴随曲线”是一条直线.

其中的真命题是_____________（写出所有真命题的序列）.
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【答案】②③

考点：对新定义的理解、函数的对称性.

【名师点睛】本题考查新定义问题，属于创新题，符合新高考的走向．它考查学生的阅读理解能力，接受

新思维的能力，考查学生分析问题与解决问题的能力，新定义的概念实质上只是一个载体，解决新问题时，

只要通过这个载体把问题转化为我们已经熟悉的知识即可．本题新概念“伴随”实质是一个变换，一个坐

标变换，只要根据这个变换得出新的点的坐标，然后判断，问题就得以解决．

三、解答题：本大题共 6 小题，共 75 分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

16.  （本小题满分 12 分）

我国是世界上严重缺水的国家，某市政府为了鼓励居民节约用水，计划调整居民生活用水收费方案，

拟确定一个合理的月用水量标准 x （吨）、一位居民的月用水量不超过 x 的部分按平价收费，超出 x 的部分

按议价收费.为了了解居民用水情况，通过抽样，获得了某年 100 位居民每人的月均用水量（单位：吨），将

数据按照[0,0.5)，[0.5,1)，…，[4,4.5)分成 9 组，制成了如图所示的频率分布直方图.
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（I）求直方图中 a 的值；

（II）设该市有 30 万居民，估计全市居民中月均用水量不低于 3 吨的人数，并说明理由；

（III）若该市政府希望使 85%的居民每月的用水量不超过标准 x （吨），估计 x 的值，并说明理由.

【答案】（Ⅰ） 0.30a = ；（Ⅱ）36000；（Ⅲ）2.9．[来源:学*科*网 Z*X*X*K]

试题解析：（Ⅰ）由频率分布直方图知，月均用水量在[0,0.5)中的频率为 0.08×0.5=0.04，

同理，在[0.5,1)，[1.5,2)，[2,2.5)，[3,3.5)，[3.5,4)，[4,4.5)中的频率分别为 0.08，0.20，0.26，0.06，0.04，

0.02．由 0.04+0.08+0.5×a+0.20+0.26+0.5×a+0.06+0.04+0.02=1，解得 a=0.30．

（Ⅱ）由（Ⅰ），100 位居民每人月均用水量不低于 3 吨的频率为 0.06+0.04+0.02=0.12．

由以上样本的频率分布，可以估计全市 30 万居民中月均用水量不低于 3 吨的人数为 300 000×0.12=36 000．

（Ⅲ）因为前 6 组的频率之和为 0.04+0.08+0.15+0.20+0.26+0.15=0.88>0.85，

而前 5 组的频率之和为 0.04+0.08+0.15+0.20+0.26=0.73<0.85，

所以 2.5≤x<3．

由 0.3×(x–2.5)=0.85–0.73，

解得 x=2.9．

所以，估计月用水量标准为 2.9 吨时，85%的居民每月的用水量不超过标准．

考点：频率分布直方图.

【名师点睛】本题主要考查频率分布直方图、频率、频数的计算公式等基础知识，考查学生的分析问题解

a

0.52

0.40

0.16
0.12
0.08
0.04

4.543.532.521.510.50 月均用水量（吨）

组距

频率



第11 页 | 共21 页  

决问题的能力.在频率分布直方图中，第个小矩形面积就是相应的频率或概率，所有小矩形面积之和为 1，

这是解题的关键，也是识图的基础．

17.  （本小题满分 12 分）

在△ABC 中，角 A,B,C 所对的边分别是 a,b,c,且
cos cos sinA B C

a b c
+ = .

（I）证明： sin sin sinA B C= ；

（II）若
2 2 2 6

5
b c a bc+ - = ，求 tan B .

【答案】（Ⅰ）证明详见解析；（Ⅱ）4.

试题解析：（Ⅰ）根据正弦定理，可设
sin

a
A

=
sin

b
B

=
sin

c
C

=k(k>0)．

则 a=ksin A，b=ksin B，c=ksin C．

代入
cos A

a
+

cos B
b

=
sin C

c
中，有

cos
sin

A
k A

+
cos
sin

B
k B

=
sin
sin

C
k C

，变形可得

sin Asin B=sin Acos B+cos Asin B=sin(A+B)．

在△ABC 中，由 A+B+C=π，有 sin(A+B)=sin(π–C)=sin C，

所以 sin Asin B=sin C．

（Ⅱ）由已知，b2+c2–a2=
6
5

bc，根据余弦定理，有

cos A=
2 2 2

2
b c a

bc
+ -

=
3
5
．[来源:学#科#网 Z#X#X#K]

所以 sin A= 21 cos A- =
4
5
．

由（Ⅰ），sin Asin B=sin Acos B+cos Asin B，

所以
4
5

sin B=
4
5

cos B+
3
5

sin B，

故
sintan 4
cos

BB
B

= = ．
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考点：正弦定理、余弦定理、商数关系、平方关系.

【名师点睛】本题考查正弦定理、余弦定理、商数关系等基础知识，考查学生的分析问题的能力和计算能

力.在解三角形的应用中，凡是遇到等式中有边又有角时，可用正弦定理进行边角互化，一种是化为三角函

数问题，一般是化为代数式变形问题．在角的变化过程中注意三角形的内角和为180°这个结论，否则难以

得出结论．

18.  （本小题满分 12 分）

如图，在四棱锥 P-ABCD 中，AD∥BC，Ð ADC= Ð PAB=90°，BC=CD=
1
2

AD，E 为边 AD 的中点，

异面直线 PA 与 CD 所成的角为 90°. 

（Ⅰ）在平面 PAB 内找一点 M，使得直线 CM∥平面 PBE，学科.网.并说明理由；

（Ⅱ）若二面角 P-CD-A 的大小为 45°，求直线 PA 与平面 PCE 所成角的正弦值.

【答案】（Ⅰ）详见解析；（Ⅱ）
1
3

.

试题解析：（Ⅰ）在梯形 ABCD 中，AB 与 CD 不平行.

延长 AB，DC，相交于点 M（M∈平面 PAB），点 M 即为所求的一个点.理由如下：

由已知，BC∥ED，且 BC=ED.[来源:Zxxk.Com]

所以四边形 BCDE 是平行四边形.，所以 CD∥EB

从而 CM∥EB.

又 EB Ì平面 PBE，CM Ë平面 PBE，

所以 CM∥平面 PBE.

E D

CB

P

A
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（说明：延长 AP 至点 N，使得 AP=PN，则所找的点可以是直线 MN 上任意一点）

（Ⅱ）方法一：

设 BC=1，则在 Rt△PAD 中，PA=AD=2.

过点 A 作 AH⊥CE，交 CE 的延长线于点 H，连接 PH.

易知 PA⊥平面 ABCD，

从而 PA⊥CE.

于是 CE⊥平面 PAH.

所以平面 PCE⊥平面 PAH.

过 A 作 AQ⊥PH 于 Q，则 AQ⊥平面 PCE.

所以∠APH 是 PA 与平面 PCE 所成的角.

在 Rt△AEH 中，∠AEH=45°，AE=1，

所以 AH=
2

2
.

在 Rt△PAH 中，PH= 2 2PA AH+ =
3 2

2
 ，

所以 sin∠APH=
AH
PH

 =
1
3

.
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所以 PE
uuur

=（1,0,-2）， EC
uuur

=（1,1,0）， AP
uuur

=（0,0,2）

设平面 PCE 的法向量为 n=(x,y,z)，

由
0,

0,

PE

EC

ì × =ï
í

× =ïî

uuuuuuuur

uuur
n

n
 得

2 0,
0,

x z
x y

- =ì
í + =î

 设 x=2，解得 n=(2,-2,1).

设直线 PA 与平面 PCE 所成角为α，则 sinα=
| |

| | | |
n AP

n AP
×
×

uuuur
uuur  =

2 2 2

2 1
32 2 ( 2) 1

=
 + - +

 .

所以直线 PA 与平面 PCE 所成角的正弦值为
1
3

 .
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考点：线线平行、线面平行、向量法.

【名师点睛】本题考查线面平行、线线平行、向量法等基础知识，考查空间想象能力、分析问题的能力、

计算能力.证明线面平行时，可根据判定定理的条件在平面内找一条平行线，而这条平行线一般是由过面外

的直线的一个平面与此平面相交而得，证明时注意定理的另外两个条件（线在面内，线在面外）要写全，

否则会被扣分，求线面角（以及其他角），一种方法可根据定义作出这个角（注意还要证明），然后通过解

三角形求出这个角．另一种方法建立空间直角坐标系，用向量法求角，这种方法主要是计算，不需要“作

角、证明”，关键是记住相应公式即可．

19.  （本小题满分 12 分）

已知数列{ na  }的首项为 1， nS  为数列{ }na 的前 n 项和， 1 1n nS qS+ = +  ，其中 q>0， *n NÎ  .

（Ⅰ）若 2 3 22 , , 2a a a +  成等差数列，求{ }na 的通项公式；

（Ⅱ）设双曲线
2

2
2 1
n

yx
a

- =  的离心率为 ne  ，且 2
5
3

e =  ，证明： 1 2 1

4 3
3

n n

n ne e e -

-
+ + ×××+ >

.

【答案】（Ⅰ） 1= n
na q - ；（Ⅱ）详见解析.

（Ⅱ）先利用双曲线的离心率定义得到 ne 的表达式，再由 2
5
3

e = 解出 q 的值，要证明题设不等式，一般想

法是求出和 1 2 ne e e+ + +L ，但数列 { }ne 的和不可求，因此我们利用放缩法得
1n

ne q -> ，从而有

z

y

x

M

E D

CB

P

A
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1 2 ne e e+ + +L 11 nq q -> + + +L ，右边的和是等比数列的和，可求，此和即为要证不等式的右边．

最后利用等比数列的求和公式计算证明.

试题解析：（Ⅰ）由已知， 1 2 11, 1,n n n nS qS S qS+ + += + = +  两式相减得到 2 1, 1n na qa n+ += ³ .

又由 2 1 1S qS= + 得到 2 1a qa= ，故 1n na qa+ = 对所有 1n ³ 都成立.

所以，数列{ }na 是首项为 1，公比为 q 的等比数列.[来源:Z*xx*k.Com]

从而 1= n
na q - .

由 2 3 22 +2a a a， ， 成等比数列，可得 3 22 =3 2a a + ，即 22 =3 2,q q + ，则 (2 1)( 2) 0q + q - = ，

由已知, 0q > ，故 =2q .

所以 1 *2 ( )n
na n-= Î N .

考点：数列的通项公式、双曲线的离心率、等比数列的求和公式.

【名师点睛】本题考查数列的通项公式、双曲线的离心率、等比数列的求和公式等基础知识，考查学生的

分析问题解决问题的能力、计算能力.在第（Ⅰ）问中，已知的是 nS 的递推式，在与 nS 的关系式中，经常用

1n - 代换 n （ 2n  ），然后两式相减，可得 na 的递推式，利用这种方法解题时要注意 1a ；在第（Ⅱ）问中，

不等式的证明用到了放缩法，这是证明不等式常用的方法，本题放缩的目的是为了求数列的和．另外放缩

时要注意放缩的“度”．不能太大，否则得不到结果．

20.  （本小题满分 13 分）

已知椭圆 E：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > 的两个焦点与短轴的一个端点是直角三角形的三个顶点，直线
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: 3l y x= - + 与椭圆 E有且只有一个公共点 T.

（Ⅰ）求椭圆 E 的方程及点 T 的坐标；

（Ⅱ）设 O 是坐标原点，直线 l’平行于 OT，与椭圆 E 交于不同的两点 A、B，且与直线 l 交于点 P．证明：

存在常数l ，使得
2PT PA PBl= × ，并求l 的值.

【答案】（Ⅰ）
2 2

1
6 3
x y

+ = ，点 T 坐标为（2,1）；（Ⅱ）
4
5

l = .

试题解析：（I）由已知，
2 2 2(2 )a a c+ = ，即 2a c= ，所以 2a b= ，则椭圆 E 的方程为

2 2

2 2 1
2
x y
b b

+ = .

由方程组

2 2

2 2 1,
2

3,

x y
b b

y x

ì
+ =ï

í
ï = - +î

 得 2 23 12 (18 2 ) 0x x b- + - = .①

方程①的判别式为
2=24( 3)bD - ，由 =0D ，得 2 =3b ，

此方程①的解为 =2x ，

所以椭圆 E 的方程为
2 2

1
6 3
x y

+ = .

点 T 坐标为（2,1）.

（II）由已知可设直线 l¢  的方程为
1 ( 0)
2

y x m m= + ¹ ，[来源:学,科,网]

有方程组

1
2

3

y x m

y x

ì = +ï
í
ï = - +î

，

，

 可得

22
3

21 .
3

mx

my

ì = -ïï
í
ï = +
ïî

，
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所以 P 点坐标为（
2 22 ,1
3 3
m m

- +  ），
2 28

9
PT m= .

设点 A，B 的坐标分别为 1 1 2 2( , ) ( , )A x y B x y，  .

由方程组

2 2

1
6 3

1
2

x y

y x m

ì
+ =ïï

í
ï = +
ïî

，

，

 可得
2 23 4 (4 12) 0x mx m+ + - = .②

故存在常数
4
5

l = ，使得
2PT PA PBl= × .

考点：椭圆的标准方程及其几何性质.

【名师点睛】本题考查椭圆的标准方程及其几何性质，考查学生的分析问题解决问题的能力和数形结合的

思想.在涉及到直线与椭圆（圆锥曲线）的交点问题时，一般都设交点坐标为 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y ，同时把直线

方程与椭圆方程联立，消元后，可得 1 2 1 2,x x x x+ ，再把 PA PB× 用 1 2,x x 表示出来，并代入刚才的

1 2 1 2,x x x x+ ，这种方法是解析几何中的“设而不求”法．可减少计算量，简化解题过程．学科.网
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21.  （本小题满分 14 分）

设函数 f(x)=ax2-a-lnx，其中 a ∈R.

（Ⅰ）讨论 f(x)的单调性；

（Ⅱ）确定 a 的所有可能取值，使得
11( ) xf x e

x
-> - 在区间（1，+∞）内恒成立(e=2.718…为自然对数的底

数).

【答案】（Ⅰ）当 x Î 10, )
2a

（ 时， '( )f x <0， ( )f x 单调递减；当 x Î 1 + )
2a

¥（ ， 时， '( )f x >0， ( )f x 单

调递增；（Ⅱ）
1[ , )
2

a Î + ¥ .

试题解析：（I）
21 2 1'( ) 2 0).axf x ax x

x x
-

= - = >(  

0a £当 时， '( )f x <0， ( )f x 在 0 +¥（ ， ）内单调递减.

0a >当 时，由 '( )f x =0，有
1
2

x
a

= .

此时，当 x Î 10, )
2a

（ 时， '( )f x <0， ( )f x 单调递减；
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当 x Î 1 + )
2a

¥（ ， 时， '( )f x >0， ( )f x 单调递增.

（II）令 ( )g x = 1

1 1
exx -- ， ( )s x = 1ex x- - .

则 '( )s x = 1e 1x- - .

而当 1x > 时， '( )s x >0，

所以 ( )s x 在区间 1 + )¥（， 内单调递增.

又由 (1)s =0，有 ( )s x >0，

从而当 1x > 时， ( )f x >0.

当 0a £ ， 1x > 时， ( )f x = 2( 1) ln 0a x x- - < .

故当 ( )f x > ( )g x 在区间 1 + )¥（， 内恒成立时，必有 0a > .

当
10
2

a< < 时，
1
2a

>1.

综上，
1[ , )
2

a Î + ¥ ．

考点：导数的计算、利用导数求函数的单调性，最值、解决恒成立问题.

【名师点睛】本题考查导数的计算、利用导数求函数的单调性，最值、解决恒成立问题，考查学生的分析

问题解决问题的能力和计算能力．求函数的单调性，基本方法是求 '( )f x ，解方程 '( ) 0f x = ，再通过 '( )f x

的正负确定 ( )f x 的单调性；要证明函数不等式 ( ) ( )f x g x> ，一般证明 ( ) ( )f x g x- 的最小值大于 0，为此

要研究函数 ( ) ( ) ( )h x f x g x= - 的单调性．本题中注意由于函数 ( )h x 有极小值没法确定，因此要利用已经
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求得的结论缩小参数取值范围．比较新颖，学生不易想到．有一定的难度．


